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� 	����	 ��	 ���?�	�������! �	A���	� /! /���	����� �	�	���� �	2��������� ���� ��

�	����	� ����2 � ���	 �) ��� �	��	��'

�'�' �� !�"� #���������$� 
�	 	���������� �� "	�)���	� @��� ��	 ��/E	�� �� ��	
������ �	��/���� "�������' 
�	 ��/E	�� �� "���	� �� ��������� @��� ��	 ���2�	 �2�����
��	 "����	' (�A�������� �� "	�)���	� "�����	� �� ��	 ����>)��� "���	 
�� ��	 ��������<
��/���� "���	 "�����2 �����2� ��	 �@� "������ ��� ��	 ��@	�� "���� �� ��	 ��@	� 	�2	
�) ��	 �	)� ��/���� �� ��!�'
( "�	�������! ��2���� ���2	 �� L�����  �	@L 	����	� ���� ��	 ��/E	��:� �	�� �� ��

��	 ����	�� "�������'

�'$' 	"%�������� ��&�����&�� 
�	 -��	 � .	�2�� "������ 
-.,� �	)	�� �� ��	
���	 �) M<��!� �	�� 	�	� �����2 ��	 ���"�	�	 "���	���	' 
���  ���	 �������	�! �	"<
�	�	��� 	�"����	 /! �	�����2 ��	 ���	 �� ��	  ����	 /	��2 �� 	���2��	�' �! ��>��2
���� ������� ��	 ��2��� ������	� @����� ����  ����	� ��	 -��	 � .	�2�� "������
��������	� ��	 	G	��� 	 ���	� @���� �� ��	 � 	���� ��	��	����� ���	 �) ��������� �	<
�	� 	� /! ��	 ��/E	�� )��� 	�"����	' 9� ���� ����!� ��	 -��	 � .	�2�� "������
@�� 1031 ��!J��� @���� ����	�"���� �� �� 	G	��� 	 ���	 �) 2.16 �� �) ��	 �	��<
�"	��?� ��� 	����� )����� 0.0021 �� ��	�� �� ���"�����	 @��� ��	 �	)	�	��	 EC99
�	��' ,����	�	� �"	��?������� ��	 ���@� �� 
�/�	 $'

�'7' 	������"�� #������ ���� �) ��	 �	?������� �) �	)	�	��	 ������)����� ����<
���>� ��� �	����	�	��� ��	� �� /���	����� @	�	 ���������&	� /! ������ ��� ����	�
�� �03= B�8C' F�@	 	�� ��	�� @��> @�� "�/����	� �� �	���� ��� ����������� ��� ��<
������	� � �	����� ������ �) ��/�2���!' 
�	�	 �	?������� @	�	 �"���	� /! ,	!�	
B$1C ��� �	��� B�6C �� ��	 .�/������! �) #	��	/���	 ��� F���� ,��	������2! �) ��	
,�	��	 ��� ����	 4���	 +�� 	����!' 
�	�� @��> �	�� 	� ���	 �) ��	 ����������	�
����	� /! ����������� ��� "��"��	� ���	 �	@ �""�����	�� ��������2 �	�	���������
�) 2����� "���	�	��' 9� ��� ����!� @	 ��	 ��	 �	?������� �) ��	�	 �@� �������' 
�	�	
�������>� ��	 �	����/	� �� ��	 �""	���� �� 
�/�	� = ��� 8'
K	 �����	 �� >		" ���! ����	 �	)	�	��	 �������>� ���� ��	 	��! �� �����	 �� ����

����	�' 
�	! ��	 	���	� ���	@����! ���������� �������>� �� ������� /���	��' 
�	!
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,��	� ������ 512 × 512

���>�	�� 0.75 ��
,���� 0.7 ��
,��	� ��&	 0.48 �� 0.529 ��
�	������������ ��2������ F $1 �
I��	������� �(�
(�A�������� ��2�	 0 �	2�		
#����2	 120 >#
��������� ���	����! 200 �(
#����	 4
-9 42.32 ��!
-., 1031 ��! J ��
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 �� �"	��?������ �) ��A�������� "����	�	��'

��! ���� /	 ���������	� )��� �� ���	�� )�������	 �� )��� ��� 	 ��"���	� 2	�	���	�
/! /��! ����' 
�	! ��	 ���@� �� ��2��	 �'

�	���
 �� �>��� ���������� �������>�'

$' �
��
 ����
��	��

F	�	 @	 �	����/	 ��	 ��G	�	�� �	����A�	� @	 �	��2�	� �� 	������ �@� ���)��	� )���
� 4
<����*

• /��	� @���� �� 	�� ��	 	��	���� ���)��	 �) ��	 �>��� ��� @��"� ��	 /��	 ��	��
�) ��	 �	���

• ��)� �����	� @���� @��"� ��)� �����	 ��	�� ��� )���� ��	 )��	'

K	 ���� "�	�	�� ���	 ����� @	 ��	� �� ��������	*

• ��)� �����	 �	"��� �� ��	 �>��� ���)��	��
• ���)��	 2	��	���� ��� "�����'
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�	 ���)��	 	��������� �	����A�	 �� �� ��	� ���� )��� ��	"�' ������ @	 �����	� ��	
/��	 ��� ��)� �����	 ��	�� ����2 � ���"�	 �	2�	������� �	����A�	' �	����� ����2
� ,-H<��� 	� 	 ������� ��� 	 �	����A�	� @	 	������	� )��� 	��� ����	 �@� ����	�
��� 	� @��""��2 ��)� �����	 ��	�� ��� /��	�' K	 ��	� ���������	� �@� $- ���)��	�
/! �	����2 ��� 	� �� ����	��� 	 ����	�' ������!� @	 �	2�����&	� ��	 �	��	� ���)��	�
����2 %(��'

$'�' ���$� ��$���������� 
� �����	 ��	 �����	 �) ���	�	�� 
/��	 �� ��)� �����	� ��
���� ����	�� @	 ��	 � ���	����� �	����A�	' �� 	� ��	 �!"	 �) �������2���� ���2	� ���
��	�� ��A��������� ���� ��	" �� �	���� 	�! ���"�	' 
�	 M<��! ���� ��A�������� "�������
2������		� ���� 2��!����	  ���	� �) �����	 �) ���	�	�� /	���2 �� @	��<��G	�	�����	�
�	������' 
�	�	 2��!����	  ���	� ��	 �	�	����	� �� F����?	�� +���� 
F+� ��� ��	
�	)	�	��	� �� ��	 ���	�����	' 
�	! �	���� ���/�	 /	�@		� ��G	�	�� ��A��������� B�1C'
(�������2 �� ���� ����	� )�� �� ������ <�11 F+� �����	 ������ N�11 F+� ���/	�����
/��	 ���2	� )��� N�11 �� N$11 F+ ��� �������� /��	 �	���	� ������ N�111 F+'

� �	2�	�� ���2	�� ��	! ��	 ���	�����	� ����2 F����?	�� +��� ������' ��� ����

�"	������� � "��	� �� ������	�	� �� ����	�"��� �� /��	 �) ��	 2��!����	  ���	 �� 2�	��	�
���� $31 F+ ��� �� ��)� �����	 �) ��	 2��!����	  ���	 �� �	�� ���� <�11 F+' ,��	��
@���  ���	� /	�@		� <�11 ��� $31 F+ ��	 ������	�	� �� /	 ������	 �����	� �) ���	�	���
�� � "��� �	)	��	� �� �� ���2	 /��>2�����' ����	 ���	�������2 ��>	� �� "����/�	 ��
��	��	 �@� /����! ���2	�* ��	 �	"������2 ��	 /��>2����� )��� /��	� ��� ��	 ���	�
�	"������2 /��>2����� )��� ��)� �����	' �! ��� 	������ ��	 "��	�� �) ��	�	 /����!
���2	� ������	� �� ��	 /��>2����� �� 	 �  ���	 �) �� ��� ����	 �� �� ��	� �) ���	�	��
�� 	 �  ���	 �) 1 
��	 ���	�	�� �) ���� ��� 	����� @��� �""	�� �	�� �� HA������ ��'
�	2�	������� �� ���������	� �� ��2��	 �'
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/! �	���� ?����2� 
�		 ��2��	 $� ��	 �	�� 	� �������! )��� 	��� ����	' ����� ��	��
������	 ��	 �	�� ����	� /! ���� ��	 �	�� 	� ������������! /! ?����2 ��	 ���2	��
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�	���
 �� M<��! ���	)���� ����	� /! �	������ �	���� ��"���� ?����	�'

����	����2 ��	� )���	� /! ��)� �����	 "��	�� ��� /! �������2 ��	 "��	�� �) ���	�	��
������	 ���� ��	�'

$'�' ������& �'�&�"����� ()�	� �	2�	�������� @	 	������ �	"����	�! �@� ��� 	�
)��� /����! ���2	�* ��	 @��""��2 /��	 ��� �����	� @��""��2 ��)� �����	' 
�	
�@� ��� 	� ��	 ���������	� ����2 ��	 ���	 "���	���	 ��� ���"�!��2 @��� �	 	���
�����������*

• ������������ �) ����	� ��� 	� ���� @��" ��	 ��	�� �) ���	�	�� ��� ?�� ��	 ���	�
��� �����@� ��	! �������	��

• ��� 	� �� 	 �� ?� ���2�! ����2 ��	 /���	�� �) ��	 ��	�� �) ���	�	�� 
/��	 ��
��)� �����	�'

K��""��2 �� �/����	� /! 	 �� ��2 � ��� 	 �� ���"�	�	�! �� 	� ��	 ��	� �) ���	�	��'

��� �� ���	 ����2 ���		 )���	�' (� �		� �� ��2��	 7� ��	 ?��� �) ��	�	 )���	� ���@�
����	 ��� 	 "����� @���� ��	 ��� �	� �� ��	 ��	� �) ���	�	�� ��@���� ��	 �����	 �) ��	
��� 	' 
��� 	��������� )���	 �� �������� �� ��� ��	 "����� �� ���� �"�� ��� �� ��@�!�
���	��	� �� ��	 ���	����� �) ��	 ���	���� ������ �) ��	 ��� 	 �� � 2� 	� "����' ����	
��	 ��	� �) ���	�	�� �� ��@�!� �����	 ��	 ��� 	� ��	 	��������� )���	 "���	� ��	 ��� 	
��@���� ��	 /���	�� �) ��	 ��	� @�	�	 �� @��� �	���	'

�	 �	���� )���	� �	)	��	� �� �� ��	 ���	���� )���	� ���� �� ��	 	��������� )���	

�� ����	 ��� 	 "����� @���� �� 	 � �	�2�/�����2 "���� ���	��! �����	� �� � /���	�
�) ���	�	��' 9� ���� �	��)���	� ��	 ���	���� �) ��	 ��� 	 �� ��	 ��	�� �) ���	�	��' .�>	
��	 	��������� )���	� �� ���� �� ��	 ���	����� �) ��	 ���	���� ������ �) ��	 ��� 	 ���
�� ��������'
H��������� ��� ���	���� )���	� ���������	 @��� @	 �	)	� �� �� ���� ��� 	� )���	�

	��/���2 ��	 ��� 	 �� /	 2���	� �������	�! ��@���� ��	 /���	�� �) ��	 ��	� �� /	
@��""	�'

�	�	 �@� )���	� ����	 ��	 ��� ��D��	�� �� 	������ ��	 ��� 	' K�	� �""��	� ����	�

��	! �	�� �� ���2 ��	 ��� 	� ��@���� ��	 �����	 �) ��	 ���	� ��� �����@� �� ��	 ��	��
�) ���	�	��' 
��� �� @�! � ����� )���	 �� �		�	� �� ���	����	 ���� "�	���	���'

� �	?�	 ���� )���	� @	 "��"��	 ��	 )����@��2* @�	� � ��� 	 	 �� 	� �� � �����@

���	� ��	 	G	�� �) 	��������� ��� ���	���� )���	�� ��� ��� ����	 �� 	��� "���� �	��� ��
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Evolving curve

Initial curve

Regularization forces

Data−driven forces

BONE TISSUES

Regularized curve

Non−regularized curve

Initial curve

BONE TISSUE

�	���
 �� -!������ �) ��� 	 	 �������'

����	��	 ��>��2 �� ���	 ��� ���	 ���	2����' 4���	A�	���!� /! �	2�����&��2 ��	 ��� 	�
�� �� "����/�	 �� �����	�/�����	 ��	 	G	�� �) ��	�	 �@� )���	� �����	 ��	 �����@' F	��	�
��	 ����� )���	 @	 �""��	� @�� � ��� 	 �	2�����&����� )���	� �� ���	 �"	��?����!� �
�	�� ��� ����	 �	2�����&����� )���	* �� �� �""��	� �� 	��� "���� �) ��	 ��� 	 ���
���	��! ?�	� �� �� ��	� �) ���	�	��� �� ��	 ���	����� �) ��	 ������ ��� �� ��	 ���	�����
2� 	� /! ��	 ��2� �) ��� ����	� ��� "��"�������� �� ��	 ��/	 ���� �) ��	 ��� ����	'

��� )���	 �	��� �� �	���	 ��� ����	 ��� ����2 ��	 ��� 	' K�	� ��	 �	2�����&�����

)���	 ���� ����	� ��	 ��� 	 	 �� 	� ��@���� � �	2�	�� �� ��	 ��2�� 
��� 	 @��� &	��
��� ����	 �� ��� "������' K�	� ��	 �	2�����&����� )���	 �� �""��	� @��� ��	 	���������
��� ���	���� )���	�� ��	 ��� 	 	 �� 	� )����@��2 � ���"�����	 /	�@		� �	2������!
��� ��E����	�� �) "�	������ �� ��	 /���	�� �) ��	 ��	� �) ���	�	��'
4�� 	 	 ������� �� @����	� ����	��������! �� �� �������! ��G	�	����� 	A������*


��
dC

dt
(t) = E(C(t))

(
p1k

1
3 (t) + p2 + p3

(
dE

ds+
(C(t)) +

dE

ds−
(C(t))

))
N(t).

9� ��	 ��2�� "��� �) ��	 	A������� C(t) �	"�	�	��� ��	 ��� 	 �� ���	 t� ��� dC
dt

(t) ���
�	�"���� �	�� ��� 	� @���� �	"�	�	��� ��� 	 ������� � 	� ���	' 
�	 �	)� "��� �) ��	
	A������ �	����/	� ��	 )���	� �����2 �� ��	 ��� 	' 
�	 �	�� E �� ��	 �) ��	 /����!
���2	� �/����	� �)�	� �	2�	�������' 
�	 �	�� E(C(t)) @	�2��� ��	 )���	� �����2
�� "���� 4
�� �) ��	 ��� 	' (� ���� �	�� 	A���� 0 �) C(t) �� �� �� ��	� �) ���	�	��

/��	 �� ��)� �����	�� �� ����	�� ��	 )���	� @�	� � ��� 	 "���� �	���	� �� ��	� �)
���	�	��' 
��� ��	 ��� 	 ��� /	 ?�	� �� � 2� 	� ��	� �) ���	�	��' 
�	 A������! N(t)
�� ��	 ���	���� ������ �) ��	 ��� 	 �� ��	 "���� C(t)' 9� 2� 	� ��	 ���	����� �) ��� 	
	 ������� �� 	��� "����' 9� ���� ���	������ ��	 	 ������� �"		� �	"	��� �����! ��
���	� �	���� ���������2 ��	 )���	� "�	�	��*

• k
1
3 (t) �� ��	 �	2�����&����� )���	� k(t) /	��2 ��	 ��2�	� ��� ����	 �) ��	 ��� 	�

��� p1 �� � "����� 	 �������� @	�2����2 �	2�����&�����'
• ��	 �	���� �	��� @���� �� ��������� �� ��	 	��������� )���	' 9� �� @	�2��	� /!

p2'
• ( dE

ds+ (C(t)) + dE
ds− (C(t))) �� ��	 ���	���� )���	' 
�	  ���	� dE

ds+ (C(t)) ���
dE
ds+ (C(t)) �	"�	�	�� �	�� ��� 	� �) ��	 ���2	 E �� ��	 ��2�� ��� �	)� �) ��	
��� 	 "���� ��� ����2 ��	 ��� 	' 
�	�	 �	�� ��� 	� ��	 ��G	�	�� �� &	�� @�	�
��	 �	�2�/�����2 "����� �� ��	 ��2�� �� �	)� �) � ��� 	 "���� �� 	 � ��G	�	��
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 �� 4������ 	��������� /! ��� 	 	 �������'

��/	� �� ���� �) ��	 "����' 9) ���� �� ��� ��	 ���	� ��	�	 �� �� ���	���� )���	'
9) ���� �� ��	 ���	� ��	 �	�� "�����	� �� ���	���� )���	 ���� ���� �� ��	
	��������� )���	' p3 �� � "����� 	 �������� ���� �	�	����	� ��	 @	�2�� �) ��	
���	���� )���	'


� �""�! ��� 	 	 ������� �� ��	 ���"������� �) /��	 ��� ��)� �����	 @��"� @	 "���		�
�� )����@�* @	 ?��� ��������	� ��	 ��� 	� ���� �) ��	 ��	� �) ���	�	�� 
/��	 ��� 	 ��
��2��	 3� �'	' ��	 "��!2�� ���� �� 	�� ��	 ��	� �) ���	�	�� ��� @���	  	����	� ��	 ���
�����	� �� ��	 	��	���� /���	� �) ��	 ��	�' 
��� ���������	� 	G	��� 	 ��������&�����
)�� ���"������� �) ��	 @��"'

�	�� ����2 ��	 	A������ 2� 	� �/� 	� @	 �	� ��	 ��� 	� 	 �� 	 /	�@		� ��	 ���<

�	��� 	  	����	� �) ��	 ��� 	� ����' K	 ��	 �� ���! 	 ������� ��� 	� �� ��	�	 @	�	
"���� �) ����	��� 	  	����	� �� ��	 ��� 	� @��"' 4�� 	� ��	 2	�	���	� /	�@		� 	���
"��� �)  	����	� ����2 ��	 �	2�	�� ���>��2 ��	 �@�  	����	�' 
�	 ��� 	� ��	� 	 �� 	
���	� ��	 	G	�� �) 	 ������� )���	� /�� �	���� ���>	� �� ��	 �@�  	����	� /! ��	��
	���	����	�'
K	 	 �� 	 ��� ��	 ��� 	� ����� ��	! ���/���&	� @��� � ��2� �	2�����&����� @	�2��


p1� ���� )���	� ��	 ��� 	� �� �	���� ������' ()�	� 	 ������� �) ��� ��	 ��� 	�� @	
�/�	� 	� ��	 �	����� �/����	�' K	 ?�	� � ��� 	 �)*

���(����� )C1*+ �� �������	�! )����@	� ��	 	��	���� /���	� �) �� ��	� �) ��<
�	�	��'

���(����� )C2*+ �� ��� ��� ���	��	�� �����	� ��� 	'

9) ��	 ��� 	 ��	� ��� ���"�! @��� ��������� 
C2�� @	 ����	� ��	 �	���� �) ��� 	
	 ������� ��� �	"���	 ��	 ��� 	 �/����	� /! ��	 "�	 ���� ��� 	� @���� �� ��	� ?�	�'
9) ��������� 
C2� ���"��	�� /�� ��� ��������� 
C1�� @	 �	� ��	 ��� 	 	 �� 	 �2���
@��� � ��@	� �	2�����&����� @	�2��� �� ���	� �� /���2 ��	 ��� 	 ����	� �� ��	 ��	� �)
���	�	��'
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()�	� ���"	����2 ��� ��	 ��� 	�� @	 ��	� ������ �	@ 	 ������� 	A������� )�� ���
���<?�	� ��� 	�' K�	� ��	�	 	 �������� ��	 ���"�	�	�� @	 �2��� ��	�> ����������

C1� ��� 
C2� ��� �	�	����	 �	@ ��� 	� �� ?�' K	 �	"	�� ���� "���	���	 �	 	���
���	�� 	��� ���	 �	�����2 ��	 �	2�����&����� @	�2��  ���	 ����� �� �	��� ��	 ��@	�
����� �� ����� �� )����	� ��� 	 ��� 	 �� 	'

�	 ��G	�	�� ��	�� �) ��	 ������)����� /���> �� �) ��	 )��	 �� ��� ��� �� 	 ��	 ���	

��� ����	 �������	�������' �� �� �� ��D���� �� �	�	�� ��	 �	2�����&����� @	�2��  ���	
�� ��������	 @��"� )�� ��G	�	�� ����	�' �! ����2 ��	 �	"	���� 	 "���	���	 �	����/	�
�/� 	� �� �� "����/�	 �� � 	����	 ���� "��/�	�* /! 2�������! ����	����2 ��	  ���	
�) ��	 	��������� )���	 p2� @	 ��E���	� �	2�����&����� @	�2�� ������! �� 	��� ��	� �)
��	 ������)����� /���> �� �) ��	 )��	 ��� ��	 �/�	 �� ������� ��	 ������� ��� ����	
�������&	� �� ��	 ��� 	� ���	� �� 	���2�����' 
���  ���	 ��� /	 �	� �� � )������� �)
��	 ��	�� @�	�	 ���)��	 ��� ����	 
/��	 �� ��)� �����	� �� ��	 2�	��	��'
�����	����	� ��������� 
C2� �) ��	 "���	���	 �	����/	� �/� 	 ��>	� �� "����/�	 ��

� ��� ��	 ��� 	 ���	��	����2 ���� ������ @�	� /��! ��	�� "�	�	�� ���	�' 
�	�	 ���	�<
�	������ 2	�	���	 ���	2�������	� �� ��	 @��" ���� �	���	 ��	 A�����! �) ��	 	������	�
���)��	�'
9� "������	� ��	 	������	� ��� 	 "�	�	��� �� � ����	� "��!2�� 
���	�	� �	��	� �)

"������' 
�	 �"��	 /	�@		� ��	 "����� �� �	�� ���� � "��	�� ���� 2������		��2 ��/<
"��	� �������!' K	 �����	 �� ����/���	 	A������ "����	�	�� 	�"�������!* �	2�����&�<
���� @	�2��  ���	 p1 �� 	A��� �� ��	 ������� ��� ����	 �	���	� /! ��	 "��!2��' 9�
���� @�!� ��	 �	2�����&����� �	�� �� ��@�!� /	��@ 1 �� �/�����	  ���	' 
�	 ���	����
)���	 @	�2��  ���	 p3 �� �	� �� 1'8 )�� /��	 ��� �� 0.95 )�� ��)� �����	' 
�	 	���������
)���	 @	�2��  ���	 p2 �� ����@	� �� ���2	 /	�@		� 0.05 ��� 0.15 )�� /��	� ��� 0.1
��� 0.3 )�� �>��'

$'$' ��&��"� "����&�"����� ()�	� ��	 �/� 	 ��	"� @	 �/���� � ����	� "��!2�� 
��<
�	�	� �	��	� �) "������ )�� 	��� ����	' 
��� "��!2�� �� � �����	�	 �""���������� �) ��	
	��	���� ������� �) ��	 �/E	�� �� /	 �����	� �� ��	 ����	' 
�	 "��/�	� ��	� �	�����
�) �����������2 � "�	�������! �	����2 )�� ��	 ���	��!��2 ���)��	� ����2 �@� ����	�<
�� 	 �����	�	 ��������' 9� ������ /	 ���	� �� ���� ���2	 ���� ��	 ���	��!��2 ���)��	
�� ��� � ����/�	 ����	 ��	 ��A�������� �	���� �� � �����	� ���! 2	�	���	� ����	�' 9�
�� ��	�	)��	 ��"����/�	 �� �/���� � ���)��	 ������������ ����	�"�����2 �� /����2����
����������' F� ��2 ���� ����� �	 	��� ���)��	 ������������� /	�@		� �@� ����	��� 	
��� 	� ��� /	 	� ���2	�' H��� ������������ ��� �� ����2	� ��� ����� ����2	�' (
2��� ������������ ������ )� ��� /����2���� �	����! 	 	� �) �� ���@	�'

�	 �	���� @	 �	 	��"	� �� /��	� �� ��	 )����@��2 /����2���� �!"���	���* ��	

���)��	� )���	� /! �>�� �� /��	� ��	 ������ ���  ��! ���! ���2���! ������!� �'	' ���<
 ����	 �� ��@' 
��� �!"���	��� ����	�"���� �� ��	 ����	������� ������ �) �������
���)��	' 
�	 �������� �	"�	�	������� �) � ������� ���)��	 �������� �� ���2����2 ��	
"��� �) � ���" /�//�	 �	����2 /	�@		� � �	� �) ?�	� "�����' 9� ��� ���	� ��	 ?�	�
"����� ��	 ����	 "����� /	�@		� �@� ����	��� 	 �������� ��� @	 ���> )�� �� �""���<
������� �) ��	 ������� ���)��	 �	����2 �� ��	�	 "�����' (� �		� �� ��2��	 =� ����
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 �� 4����������� �) ��	 ���)��	 �	��'

�""���������� �� �/����	� �� ��	 )��� �) � �����2����	� �	�� 
���	 �" �) �����
�����2�	�O ��	  	��	� �) ��	 �) ��	 �����2�	� �	����2 �� ��	 �) ��	 �@� ��� 	� ���
��	  	����	� �) ��	 ���	� �@� �����2�	� �� �@� ����	���� 	 "����� �) ��	 ���	� ��� 	�'
�� 	� ��	 �@� ����	��� 	 �������� 
�����	��&	��� ��	 �	�� �""���������2 ��	 ����<
��� ���)��	 /	�@		� ��	�	 �@� �������� �� �/����	� ����2 � �!����� "��2������2
��2������' 
��� ��2������ �� �	����/	� �� �""	����	 �
( ?��� ���"�	�	 �	�� �� ���������	� /! ����>��2 ��	�	 ������� �	��	� /	�@		�

��	 �������� �) ����	��� 	 ����	�' 9� �� ��"������ �� ���	 ���� 
�� �������� ��	
���������	� )��� �	��	� �) "����� �	�� ���� � "��	� �"���� 
�� �@� ����	��� 	 ��������
��	 �	"����	� )��� ��	 "���� �����	�' 
���� ��	 �������	 �) ��	 ���������	� �	��
)��� ��	 �	�� ���)��	 
��� �/�	� 	�� ��	 0.8 ������	�	�'

�	 �	�� �/����	� /! ����>��2 �	��	� �""���������2 ������� ���)��	� ��� ��	

����� ����2	 �) /	��2 � 	�<��E���	� �� ��	 ���	��!��2 2	��	��! �) ��	 ���2	� �'	' ��
��	 "��	��' 9� "�	�	��� ��	 ��������� ���	)���� �/�	� 	� @��� ���� �!"	 �) ������������

��������	 ���	)�����' 
� ?� ���� ���@/��>� �	2�����&����� ��� �� /	 �""��	�' 
���
��	" �� "	�)���	� ����2 %(�� ��)�@��	 �	��2�	� /! ,����� ��	!� @���� �	2�����&	�
�	�� 
��� ����	� ��&	 ��� 2	��	��! �) �����2�	�� @����� "�	�	� ��2 2��� 2	��	����
A������	� B�$� ��C' 
��� ��)�@��	 �� >��@� �� "�� ��	 ����� �	)�������� ������ 2
���	 ��	 ����� �	��  ���	 �) ��	 ���2���� )��	 �	�2���' 
�	 )����@��2 ��������
@	�	 ��	�*


�� ,��� <I 0 ������2	'�	�� <��' 
��� ������� �	����	� ��	 �	�� 
�	�� 	�
��	 	G	�� �) "��	��&������'


�� ,��� <I � <	 <) ������2	'�	��' 
��� ������� �	2�����&	� �	�� /! �������<
���2 ��� �	����! /! ��� ����	' 
��� �	2�����&����� ���������� �""�������	�!
	A�����	��� �����2�	� @���� ��	 	��! �� ��	 )�� ��2���� ���"��������'


$� ,��� <I � <	 <) ������2	'�	��' 
��� ������� �	2�����&	� �	�� /! "�	�	� ��2
� F������G �������	 ����	���� /	�@		� �	��' 
�	 �	��	� 2	�	���	� /! ����
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�	2�����&����� ��	 ���� ��2��	� ���� ��	 "�	 ���� �	�� �� �	��� �) ���/	��
�)  	����	�'

9� "������	� ��	" 
�� �� )����@	� /! ��	 �) ��	 �	2�����&����� �������� 
� �� $�'
�����@��2 ���)��	 	���������� ���������� �������>� ��	 �����)���	� �� ��	 �	��

/! ��>��2 ������� �) "��	� ��&	� ����	 ����>�	�� ��� ��! �	 ������ �� ��	 ������� ����	'

��� �����)�������� �� �/����	� /! "��E	����2 ��	 ���������� �������> ���� ��	
�	��' 
�	 �	�� �� ����?	� �� ���� ��	 "��E	��	� ���������� �������> /	���	
�  	��	� �) ��	 �	��' F	�	� ��	 �����	�� �) ��	 �	��	� ���������	� 	����	� �� �)
"���	 ��"������	' 
�	 �	����A�	 �	 	��"	� 	����	� � �	 ������ /	�@		� ����������
�������>� ��� ��	�� ����	�"���	��	 @��� ��	 �	�� �) 0.8 ������	�	�'

$'7' ������ ���"-����� ��� 	��� ��� �) /��	 ���)��	 �	��� ��	 	��	���� �������
��� ��	�� ���	��	����� @��� �>�� ���)��	 �	�� ��	 ��������	�' (� 	��� �������> �)
��	 /��	 ���)��	� ��)� �����	 ����>�	�� ��	 �	?�	� ����2 ��	 	��	���� ������' K	
��	� �� 	 �� ���� ����� ����>�	��  ���	 @��� �	�� "����� 	  ���	� �	?�	� �� ��	 /��	
���)��	 )�������'

$'3' ��&��"� $��(���"� ��( ���"��� K��� ��� �!��	�� �� �� ���� "����/�	 �� �����<
���	 2	��	���� �� ��	 �	��	� ���)��	 ��� 	������ �����������! ��	���?	� "���� )���
��	 /��	 ���)��	 
/��	 "�����'
9� 2	��	��!� 2	��	���� �	)	�� �� ��	 �����	�� "��� /	�@		� �@� "����� �) � ���)��	'


�	 ����� 	���"�	 2� 	� �� ���� �) ��	 �	������� @���� ��	 ��	 2	��	���� /	�@		�
��	 5���� ��� ����� "��	�' -	�	������2 ��	 2	��	���� �� �� ��	� �	?�	� /! � �	��
�� � ���"�	� ���>' 
�	�	 ��	 �	 	��� ��2������� )�� ����������2 �	�� 2	��	����'
�	����	 �) ��	 "��/�	� �) ��2���� ���/����!� @	 ��� �� ���/��	 �@� �	����� ��

��������	 ��	 2	��	���� �� ��� �	��* ��	 ����&��>! ��2������ B$0C ��� ��	 ����

�����	
� �
���	��� B$8C ��"�	�	��	� /! ,	!�� �� ��	 �	�@� 	 ��/���!' +���2 �
/	��<)����@��2 �	����A�	� ��	 ?��� ��2������ �/����	� �������	 2	��	���� /	�@		�
�@� "�����' F�@	 	�� ��	 �������: ��"�	�	������� �� ��� � ����/�	� �� @	 @���	 �
�����/ ���	 @���� �� "������	 @�� ����	� ���@� �� ��"�������� )�� ���"������� �)
� ���2	 ���/	� �) 2	��	���� @��� "����� �	���� 	�! �"��	� ��� �� ��	 �	��' 
�	
�	���� ��2������ ��  	�! ��"�� ��� "�� ��	� 2���  ����� �""���������� �) 2	��	����'
F�@	 	�� ��	 ��� 	� �/����	� ��	 A���	 ���	2���� ������! @�	� ����	 �� ��	 �@� "�����
����	��	�� ���� ��>��2 �� ��D���� �� 	������ ��	 ���)��	 ���	�' 
� ����	�� ����
�	)	��� @	 ��	 ��	 ?��� ��2������ �� �	?�	 ��	 2	��	���� ���	 �/����	� /! ��	 �	����
��2������ �	�� ��	 �����	 "���� ��� ��	 ���2	� "����'
4��"������� �) 2	��	���� )��������	� /��	<"���� 	���������' K	 ��	 ��	 ������<

���� �������>� �� ��	 �	�� ��2	��	� @��� ��	 2	��	���� ����	��� 	�! ���>��2 ��	�	
�������>�' ���	<"����	� ��	 	������	� )��� ��	 �	�� /! ���"�! �������2 ��	 ����	�
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.	� {A(i), i = 1, · · · , nA} ��� {B(j), j = 1, ..., nB} /	 �@� ����� �) "����� �	���/��2
�@� ����	��� 	 ��� 	�' K	 ?� A(1) ��� B(1) �� ���� � @�! ����

d(A(1), B(1)) = min
i,j

d(A(i), B(j)),

@�	�	 d �� ��	 	�������� �������	 �� R
3' �! ��� 	������ @	 �	� A(nA +1) = A(1) ���

B(nB + 1) = B(1)' K	 �	���	 /! surf(A, B, C) ��	 �����2�	 )���	� /! ��	  	����	�
A� B� ��� C' ��� ��� (i, j)� @	 ���"��	

S(i, j, 1) = surf(A(i), A(i + 1), B(j)) and S(i, j, 2) = surf(A(i), B(j), B(j + 1)).


�	 ������� �������� 	 ���)��	 @	 ���> )�� /	�@		� "����� (A(1), B(1) �� (A(j), B(j))
�� ���"��	� �) � k �������	� �����2�	� �	���	� /! Wk(i, j)' K	 )����	� �	���	 /!
Xk(i, j) ��	 ��������� ���� ��	 ���	���� �) �	2�	�� (A(i), B(j)) �� ��	 ������� ���<
)��	 @��� k �����2�	� �� A(i−1) �� B(j−1)* �) surf(A(i−1), A(i), B(j)) /	���2� �� ��	
������� �������� 	 ���)��	 Wk(i, j) ��	� Xk(i, j) = 1 ���	�@��	 Xk(i, j) = 2' K	
��� ��	 )����@��2 ���������* �) i+j−2 > k �� i > nA �� j > nB ��	� Wk(i, j) = +∞'

�	 ��2������ @��>� ��@ �� )����@ *

• �	� W1(1, 1) = 0'



�������� 	
�� ���
���� 
�� ������ ��������� ���
� ��

• )�� k = 2, ..., nA + nB ��� )�� i + j = k� �	?�	

Wk(i, j) = min(Wk−1(i − 1, j) + surf(A(i − 1), A(i), B(j)),

Wk−1(i, j − 1) + surf(A(i), B(j), B(j − 1))).

��� �	� Xk(i, j) = A(i−1)� �) ��	 "�	 ���� ������� �� �	���	� @��� ��	 ?���
�	�� ��� B(j − 1) ���	�@��	'

• ��� i = nA� j = nB�
• 4�	��	 �� 	�"�! ���� �) �����2�	 L�
• �	"	�� ����� Wi+j(i, j) = 0 *
�) Wk(i, j) = 1� ��� �� ���� L �����2�	 (A(i − 1), A(i), B(j)) ��� ����2	 i ��
i − 1 ���	�@��	 ��� �����2�	 (A(i), B(j), B(j − 1)) ��� ����2	 j �� j − 1'

• �	���� ��	 ���� �) �����2�	� L @���� �� ��	 ������� �������� 	 �	��	� ���<
)��	'


