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Introduction

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle, E une extension qua-
dratique de F' et c le F-automorphisme non trivial de F. Fixons deux entiers naturels m < d
de parités différentes et deux représentations lisses irréductibles tempérées 7, o de GL4(E)
et GL,,(F) respectivement. On suppose les conditions suivantes vérifiées

T~n'oc, o~c'oc

ou 7" (resp. o) désigne la représentation contragrédiente de 7 (resp. de o) et ou 'action
de ¢ sur E est naturellement étendue & GL4(E) et GL,,(E). De telles représentations seront
qualifiées de conjuguées-duales. Jacquet, Piatetskii-Shapiro et Shalika ont défini dans [JPSS|
une fonction holomorphe s +— €(s, 7 x 0,1g). Cette fonction epsilon dépend d’un caractére
continu non trivial ¢y de E. On fixe un caractére continu non trivial ¢ de F' et on pose
g = ¥ o Tr ou Tr est 'application trace de 'extension F/F'. Le résultat principal de cet
article est une formule intégrale exprimant €(1/2, 7 X 0,1 ). Une telle formule est démontrée
ici en vue d’une application a la conjecture locale de Gan-Gross-Prasad pour les groupes uni-
taires (|[GGP] conjecture 17.3). On a montré en |B], 'existence d’une formule similaire pour
une multiplicité apparaissant dans cette conjecture, qui prédit un lien entre cette multiplicité
et certains facteurs epsilon de paires comme ci-dessus. L’existence d’une telle formule n’est
donc pas étonnante, en tout cas si ’on croit a la conjecture 17.3 de [GGP|. Remarquons que
la formule montrée ici est aussi 'exacte analogue de celle obtenue par Waldspurger (|[W3]),
dans le cadre de la conjecture de Gan-Gross-Prasad pour les groupes spéciaux orthogonaux (il
s’agissait alors de facteurs epsilon de paires pour des représentations autoduales de groupes
linéaires).

Enongons maintenant le résultat principal de cet article. Notons J; € GL4(E) la ma-
trice de coefficients (Jz);; = (—1)%;4—; pour tous 4,5 = 1,...,d (&;; le symbole de Kro-
necker). Notons 6 l'automorphisme de GL4(E) donné par g — Jgtc(g)~1J ' Puisque
m est conjuguée-duale, on peut I'étendre en une représentation du groupe non connexe



GL}(E) = GL4(FE) x {1,0,}. En fait, il y a deux extensions possibles. La théorie des fonc-
tionnelles de Whittaker permet d’en privilégier une. Rappelons que 'on a fixé un caractére
non trivial ¥p de E. Soit Uy le sous-groupe de G Ly des matrices unipotentes triangulaires
supérieures. On définit un caractére £ de Uy(FE) par la formule

d—1
u) =Yg ( Z Ui,z’+1)
i=1

pour tout u € Uy(F') et ou les u; ; désignent les coefficients de la matrice u. Appelons fonc-
tionnelle de Whittaker pour 7 toute forme linéaire ¢ sur E, (I’espace de la représentation )
vérifiant Com(u) = &(u)l pour tout u € Uy(F). Puisque 7 est tempérée, I'espace des fonction-
nelles de Whittaker est une droite. Soit 7 un prolongement de 7 & GL} (E), 'application
linéaire ¢ +— fom™(6,) préserve la droite des fonctionnelles de Whittaker et il existe un unique
prolongement de sorte qu’elle y induise I'identité. C’est ce prolongement que 'on privilégie
et on note 7 la restriction de ce dernier & GLy(E) = GL4(E)f,. On définit de la méme facon
. Soit V un E-espace vectoriel de dimension d. Posons G = Rp/rGL(V) (Rg/r désigne
la restriction des scalaires a la Weil) et G la variété algébrique (définie sur F) des formes
sesquilinéaires non dégénérées sur V (linéaires en la deuxiéme variable). La variété G est
munie de deux actions commutantes a droite et a gauche de G. On peut identifier, au moyen
d'une base, GLy(E) a G(F) et GLy(E) a G(F). On fixe de méme un E-espace vectoriel W de
dimension m, on pose H = Rp/rGL(W), H la variété algébrique des formes sesquilinéaires
non dégénérées sur W et on identifie GL,,(E) & H(F) et GL,,(E) a H(F). Fixons aussi
une injection de W dans V', une décomposition V=W @ Z et une forme hermitienne ( sur
Z somme orthogonale de plans hyperboliques et de la forme hermitienne de dimension 1,
(x,y) — 2vc(z)y pour un certain ¥ € F*. On identifie alors H au sous-groupe des éléments
de G qui agissent trivialement sur Z et on plonge H dans G en envoyant toute forme sesqui-
linéaire non dégénérée = sur W sur la somme de Z et de (. On doit, pour énoncer la formule
intégrale introduire un ensemble de "sous-tores" tordus de H. Soient W = W' @& W’ une
décomposition et ¢’ une forme hermitienne sur W” telle que les groupes unitaires de ¢’ et
¢" @ ¢ soient quasi-déployés. Notons H' la variété des formes sesquilinéaires non dégénérées
sur W’ qui est munie de deux actions (& droite et a gauche) de H' = Rp/pGL(W'). On
appelle sous-tore tordu maximal de H’ tout couple (77,7") ot T" est un sous-tore maximal
de H’ défini sur F et T” est une sous-variété définie sur F de H’ qui est le normalisateur de T”
et d’un sous-groupe de Borel (pas forcément défini sur F') B’ contenant 7. Soit (7”,7") un
sous-tore tordu maximal de H’, alors il existe un automorphisme 6 de T" tel que &t = otz
pour tous # € 7', t' € T'. On note T la composante neutre du sous-groupe fixé par 6 de
T’ et on dit que (1",7") est anisotrope si Tj lest. Soit (17", T") un sous-tore tordu maximal
anisotrope de H' et notons T la sous-variété des éléments de H qui s’écrivent comme somme
directe d’un élément de 77 et de ¢”. On note T l'ensemble des "sous-tores" tordus T de H
obtenus de cette facon. Soit T € T, la décomposition W = W’ @ W”, la forme hermitienne
¢" et le tore tordu (17, 7") sont uniquement déterminés. Identifions 7" a un sous-groupe de
H en laissant agir T” trivialement sur W”. Alors action par conjugaison de T” sur T’ définit
un automorphisme 6 de T et on note T(F)/# ensemble des orbites dans T'(F). Munissons
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T}(F) de la mesure de Haar de masse totale 1. On peut munir T(F)/f d’une structure de
F-espace analytique et d’une mesure caractérisées de la fagon suivante : pour tout ¢ € 7'/6,
I’application

Ty(F) — T(F)/8
t'—t't

est un isomorphisme local qui préserve localement les mesures. Notons N ormy(T') le nor-
malisateur dans H de T'. Il contient naturellement U(¢”) x 7" comme sous-groupe algébrique
(ot U(C") est le groupe unitaire de ¢”). On pose

W(H,T) = Normy(T)(F)/(U(¢")(F) x T'(F))

c¢’est un groupe fini. Pour ¢ € f(F ), on a un développement local

Oslierp(X) = 3 o0, X)

(’)ENil(gi)

pour tout X assez proche de 0 dans gz(F), ou Nil(gz) désigne ’ensemble des orbites nilpo-
tentes dans gz(F) et 7(0O,.) est la transformée de Fourier de 'intégrale orbitale suivant O
(il faut pour cela préciser la transformée de Fourier et les mesures, on renvoie pour cela au
corps du texte). On pose alors

0 __ Y cold)

|Nll7»eg (gi)| (’)eN’ilreg(gi)

olt Nil,.4(gz) désigne I'ensemble des orbites nilpotentes réguliéres de gz(F'). On définit de

fagon analogue cz(t). Fixons un ensemble T de représentants des classes de conjugaison de
T par H(F') et posons

6geom,l/(ﬁ-a 5-) =

ST Yy (7, T lim cx()cs () DT (H)A(E)+dE

- s—0tT |7
TeT T/

ott DH et A sont certaines fonctions déterminants qui seront définies dans le corps du texte.
Cette expression a un sens (cf 3.4). Posons enfin

e, (m,0) = we (=DM A20)w, (1) H19220)e(1/2, 7 x 0,15)

ol w, et w, sont les caractéres centraux de 7 et o et ou [z] désigne la partie entiére de x. Le
but de cet article est alors d’établir le résultat suivant (théoréme 6.1.1)

Théoréme 1 On a l’égalité

Eu(ﬂ-a 0) - 6geom,l/(ﬁ-a 6)



Essayons maintenant d’expliquer, briévement, comment on démontre le théoréme 1. On
suppose pour simplifier que m = d — 1. Notons Homy(m, o) Pespace des entrelacements
H(F)-équivariant entre 7 et o. Cet espace est de dimension 1. Soit £ € Hompy(w, o) non
nulle. Il existe alors une constante ¢ vérifiant &(3) o £ o #(§)~* = ¢l pour tout § € H(F).
Cette constante ¢ mesure en quelque sorte le défaut de ¢ d’étre un homomorphisme H (F)-
équivariant. On montre en 4.1 que ¢ est égal & des facteurs élémentaires prés au facteur
epsilon €(1/2, X 0,9). On peut définir de facon naturelle 'induite lisse de & a G(F), notée
I nd%(&). (est une représentation lisse de G(F) et on a un isomorphisme de Frobenius

Homp(7,6) = Homg (7 ,]nd§(5))

L’induite 1 ndg(c?) se réalise naturellement sur un espace de fonctions de G(F) dans E,
vérifiant une condition d’équivariance a gauche par H(F). Soit f € C>°(G(F)) une fonction

localement constante & support compact sur G(F). Cette fonction agit sur I ndG( ) comme
un opérateur a noyau de noyau

Kj(z,y) = fy~"hx)5(h)dh

H(F)
Formellement on pourrait alors écrire la trace de I ndgfr( f) comme l'intégrale sur H(F)\G(F)

de Tr(K iz, z)). Malheureusement, en général [ nd%a( f) nest pas un opérateur a trace et
I'intégrale précédente diverge. On utilise alors la méme idée qu’Arthur pour la formule des
traces locale : on va tronquer 'intégrale précédente. On définit en 3.1 une suite croissance
exhaustive (Qy)n>1 de sous-ensembles compacts de H(F)\G(F') et pour tout N > 1, on
note ky la fonction caractéristique de €25. On pose alors

In(05. ) = / o FYOTE0.0))dg

On va évaluer la limite de cette expression lorsque N tend vers 'infini de deux fagons : I'une
qualifiée de géométrique, 'autre de spectrale. L’expression spectrale contient les constantes
¢ ci-dessus (pour différentes représentations 7), donc les facteurs epsilon correspondants. De
I’égalité entre les deux développements, on déduit le théoréme 1. Il faut pour cela , suivant
un procédé di a Arthur, rendre les distributions obtenus (d’un co6té comme de I'autre) inva-
riantes puis appliquer I'égalité entre les deux a un pseudocoefficient de 7. Néanmoins, afin
que lexpression Jy (O3, f ) admette une limite, il nous faut imposer a f d’étre trés cuspidale.
On renvoie a 1.9 pour la définition de trés cuspidale. Indiquons enfin que les preuves et mé-
thodes utilisées ici suivent grandement [W3], a tel point que certaines démonstrations, trés
proches de celles présentées dans [W3|, n’ont pas été réécrites (notamment lors du dévelop-
pement spectral).

Décrivons briévement le plan de l'article. Dans la premiére section, on rassemble les
définitions, notations et résultats généraux sur les groupes tordus utiles par la suite. La
deuxiéme section est elle consacrée a 1’étude des groupes tordus qui nous intéressent : les



groupes tordus de changement de base des groupes unitaires. La troisiéme section contient
la définition de Jy(Og, f) et établit le développement géométrique. La quatriéme section
prouve le lien entre la constante ¢ et le facteur epsilon éludé ci-dessus. L’expression spec-
trale de la limite est énoncée et démontrée dans la cinquiéme section. Enfin, 'application au
calcul d’un facteur epsilon de paire (théoréme 1) se trouve dans la sixiéme et derniére section.

Remerciement : Je souhaite remercier ici Jean-Loup Waldspurger pour m’avoir proposé
ce sujet ainsi que pour sa disponibilité constante et ses relectures rigoureuses du présent
article.

1 Groupes tordus

1.1 Notations générales

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique 0. On notera respectivement
Or, pr, TF, kr, valp, |.|p 'anneau des entiers de F', son idéal maximal, une uniformisante, le
corps résiduel, la valuation normalisée et la valeur absolue (normalisée par |7r|p = |kp|™1).
Fixons un caractére additif non trivial ¢ : F' — C*. Soit GG un groupe réductif connexe défini
sur F. Sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés, groupes, sous-variétés, sous-
groupes, morphismes algébriques seront supposés définis sur F. On note Ag la composante
déployée du centre connexe de G, X*(G) le groupe des caractéres algébriques (définis sur F)

de G, Af, = X*(G) @z R et Ag = Hom(X*(G),R). On note g l'algebre de Lie de G et

Gxg—g
(9,X)— gXg™

I’action adjointe.

1.2 Deéfinitions des groupes tordus

Un groupe tordu est un couple (G, G) ou G est un groupe réductif connexe défini sur
F et G est une variété algébrique définie sur F' vérifiant G( ) # 0 qui est munie de deux
actions commutantes a droite et a gauche par G qui font chacune de G un espace principal
homogeéne sous G. On notera (¢,%) € G x G — g resp. (%,9) € G x G — &g Paction a
gauche resp. a droite de G sur G. La plupart du temps on omettra le groupe G et on parlera
du groupe tordu G, le groupe G sous-jacent étant sous-entendu.

Soit G un groupe tordu. Pour # € G, il existe un unique automorphisme 0; de G tel
que Tg = 0z(g)Z pour tout g € G. On déduit de 0z un automorphisme de X*(G), de Ag, de

Ag ete... qui ne dépend pas de Z. On note 6 cet automorphisme. On fait I’hypothése suivante

Hypothése : 0 est d’ordre fini.



Cette hypothése nous permet d’appliquer les résultats présents dans la littérature pour
les groupes réductifs non connexes. On adopte les notations suivantes :

Ag=(AFT, Ag = AFT! Az = (A5)"e7", ag = dim(Ag).

ou 'exposant 0 indique que I'on prend la composante neutre. On définit 'homomorphisme
Hg : G(F) = Ag par Hg(g)(x) = log |x(g)|r pour tout x € X*(G)%=".

Le groupe GG agit par conjugaison sur G : (9,7) — gzg~'. Pour X un sous-ensemble
de G, on notera Normg(X) resp. Z(;(f( ) resp. G le normalisateur resp. le centralisateur
resp. le centralisateur connexe de X dans G. Si X = {7}, on adoptera plutdt les notations
Normg(Z), Zg(Z) et Gz et on désignera par g; l'algébre de Lie de Gz. Pour X un sous-
ensemble de G, on notera Ni(X) resp. Z5(X) le normalisateur resp. le centralisateur de X
dans G pour Popération (z, g) — 0z(g).

Un élément & € G sera dit semi-simple s'il existe un couple (B, T') constitu¢ d’un sous-

groupe de Borel de G et d’un tore maximal de B tous deux définis sur F tel que Z normalise
B et T. On notera Gss I’ensemble des éléments semi-simples dans G. Pour 7 € Gss, on pose

DY (7) = |det (1 — 62)j0/0: | »

Un élément z € G sera qualifié de régulier si Zg(#) est abélien et G est un tore. On
note G,y 'ensemble des éléments réguliers.

On appelle sous-groupe parabolique tordu de G tout couple (P, ﬁ) ol P est un sous-
groupe parabolique de G (défini sur F) et P est le normalisateur de P dans G avec la
condition P (F) # . Pour un tel couple, P détermine entierement P, on parlera donc plutot
du sous-groupe parabolique tordu P. Soit P un sous-groupe parabolique tordu, on étend de
facon naturelle le module §p & P(F). Une composante de Levi tordue de P est un couple
(M, M) constitué d’une composante de Levi M de P (définie sur F) et du normalisateur
M de M dans P. On a alors M(F) # 0, donc le couple (M, M) définit un groupe tordu.
On appelle Levi tordu de G toute composante de Levi tordue d’un sous-groupe parabolique
tordu de G. De la méme facon, pour un Levi tordu (M, M), le deuxiéme terme détermine
entiérement le premier, on parlera donc du Levi tordu M. Pour M un Levi tordu, on reprend
les notations d’Arthur : P(M) resp. F (M) resp. L(M) désignera 'ensemble des sous-groupes
paraboliques tordus de composante de Levi tordue M resp. des sous-groupes paraboliques
tordus contenant M resp. des Levi tordus contenant M. Pour M, L des Levi tordus et P un
sous-groupe parabolique tordu, on remarque que M C Let M C P entrainent respectivement
M C Let M C P. Ainsi il ne peut y avoir d’ambiguité dans les définitions précédentes. Soit
@ un sous-groupe parabolique tordu. lorsque on notera ) = LU cela signifiera que L est
une composante de Levi tordue de Q et que U est le radical unipotent de Q. Les Levi tordus
se caractérisent comme les commutants dans G de tores déployés. On a en effet :



— Si A est un sous-tore déployé de G tel que Zs(A)(F) # 0 alors Zs(A) est un Levi
tordu de G.

~ Réciproquement si M est un Levi tordu de G, alors M = Zg(A ;).

Fixons un sous-groupe prabolique minimal P,,;, de G ainsi qu'une composante de Levi
M,,in de celui-ci. On pose W& = N orme(ry(Mmin)/Mpin(F'). On appelera sous-groupe pa-
rabolique standard (resp. semistandard) tout sous-groupe parabolique P de G qui contient
Ppin (resp. qui contient M,,;,). Un sous-groupe parabolique semistandard admet une unique
composante de Levi contenant M,,;, et lorsque l'on écrira P = MU avec P semistandard,
on sous-entendra que M est cette composante de Levi (et que U est le radical unipotent
de P). Posons P... = N- &(Prmin) et M, = N- & (Prins Minin ). Alors P,in €St un sous-groupe
parabolique tordu de G et M, est une composante de Levi tordue de celui-ci. De plus, ﬁmm
est un sous-groupe parabolique tordu minimal et M, un Levi minimal en un sens évident.
On adoptera la notation £& = E(Mmm)

Fixons un sous-groupe compact spécial K de G en bonne position relativement a M.
Soient M € LG et P = MU € P(M). On a alors G(F) = M(F)U(F)K. On définit une
application Hp : G(F) — Ay par Hs(g) = Hy(m) ot g = muk est une décomposition de
gavecem € M(F),uec U(F)et ke K.

Un sous-tore maximal tordu de G est un couple (7', T) constitué d’un sous-tore maximal
T de G (défini sur F) et d’une sous-variété T de G (définie sur F)) qui est l'intersection
des normalisateurs de T et d'un sous-groupe de Borel B défini sur F' contenant T, vérifiant
T(F) # . Pour un tel couple, la restriction a T de l'automorphisme #; pour & € T ne
dépend pas de = et on notera 67, ou simplement ¢ si aucune confusion n’est possible, cet

automorphisme de 7. On désignera par Ty la composante neutre du sous-groupe des points
fixes T.

Fixons un produit scalaire sur Ay, . invariant par Paction de W¢. Pour tout Levi tordu
M, on en déduit par conjugaison et restriction un produit scalaire sur Ay, Fixons une
extension de Hg a G(F), ¢’est-a-dire une application H, gt G(F) — Ag vérifiant H, algig') =
Ha(g) + Hp(Z) + Hi(g') pour tous g, ¢ € G(F), & € G(F). Pour tout Levi tordu M de G,
il existe une unique extension de H,; a M(F) vérifiant

— la composée de Hy; avec la projection orthogonale sur A5 coincide avec la restriction

de Hg a M(F);
— pour tout n € Normg(p)(M) et pour tout 7 € M(F) on a Hy (nmn™") = H ().

1.3 Mesures

On suppose fixé jusqu’en 1.9 un groupe tordu (G, G), un Levi tordu minimal (M, Mynin)
de G et un sous-groupe compact spécial K de G (F') en bonne position par rapport & M,,,.
On fixe une mesure de Haar sur G(F') et on munit K de la mesure de Haar de masse totale
1. Soit P = MU € F(Mpin)- 1l existe sur U(F') une unique mesure de Haar telle que



/ by (mp(u))du = 1
U(F)

oil P est le sous-groupe parabolique opposé & P. On munit U(F) de cette mesure de Haar
et M(F) de I'unique mesure de Haar de sorte que 'on ait I’égalité

/f dg—// / f(muk)dudmdk

pour tout f € CP(G(F)). Soit T' un tore. Si T est deploye on choisit sur T'(F') la mesure
de Haar qui donne une mesure de 1 au sous-groupe compact maximal. Dans le cas général,
on munit Ar(F') de cette mesure et T'(F') de la mesure telle que T'(F')/Ar(F') soit de masse
totale 1.

Les mesures que 'on vient de définir sur les groupes sont celles qui seront utilisées tout
au long de 'article a ’exception des sections 3.6 a 3.9. Lors du développement géométrique
(sections 3.6 & 3.9), on préférera une autre normalisation qui est la suivante. On fixe une
forme bilinéaire non dégénérée < .,. >: g(F) x g(F) — F qui est invariante par 'action
adjointe de G(F'). Soit b une sous-algébre de g,

— Si la restriction de < .,. > a h(F') est non dégénérée, alors on munit h(F) de la mesure

autoduale pour le bicaractére (X,Y) — (< XY >);

— Sinon, on munit h(F') d’une mesure de Haar quelconque.

Si H est un sous-groupe de G, on reléve alors la mesure fixée sur h(F') en une mesure de
Haar sur H(F') via 'exponentielle. Si T" est un tore, notons d.t la mesure de Haar fixée sur
T(F) dans notre premier choix de normalisation, alors il existe un réel v(7T") de sorte que
d.t = v(T)dt.

Supposons maintenant fixées nos mesures sur les groupes dans 1'une ou 'autre des nor-
malisations précédentes. Si (G’ .G ) est un groupe tordu avec G’ un sous-groupe de G, la
mesure sur G'(F) en détermine une sur I'espace principal homogene G'(F). Soit (T,T) un
sous-tore maximal tordu de (G, G). Notons T(F)/0 I'ensemble des orbites pour I'action de
T(F ) par conjugaison sur T (F). C’est naturellement une variété F-analytique et pour tout
t € T(F)/0, l'application

Ty(F) — f(F)/@
t s tt

est un isomorphisme local. Il existe une unique mesure sur T (F)/0 telle que I"application
précédente préserve localement les mesures pour tout ¢ € T(F) /6. On munit T'(F') /6 de cette
mesure. On a alors la formule d’intégration de Weyl

f(#)di = G, )| T? : 1 Gor P
/C?‘(F)f() Z WG DITTAE)  To(F)l /T(F)/GD (t)/Te(F)\G(F)f(g ) dgds

TeT(G)



pour tout f € C=(G(F)).

Posons Ag p = Ha(G(F)), Aagr = Ha(Ag(F)), Ag = Hom(Ag g, 272), A}, p =
Hom(Aa r,2rZ). Alors Ag 1, Aa. r sont des réseaux dans Ag et Aé,F, AXG,F sont des
réseaux dans Ag. On munit ces réseaux des mesures de comptage. On choisit sur Ag (resp.

AZ) la mesure de Haar telle que Ag/Aa, p (resp. AL/ A} ) soit de masse totale 1.

1.4 (G, M)-familles

Soit M un Levi tordu de G’ On peut étendre au cas tordu les notions de (G, M)-familles
et de familles de points (G, M)-orthogonaux cf 2.3 [W4|. A une (G, M)-famille (¢5) pep(ir)

est associé un nombre (ou un opérateur si la (G, M)-famille est a valeurs opérateurs) que

I'on note en général ¢ ;(0). Cela dépend du choix d’une mesure sur A¢ = Ay /Ag, choix
qui a été fixé au paragraphe précédent.

1.5 Représentations de groupes tordus

On appelle représentation de G(F) tout triplet (m,7, E,) oil 7 est une représentation
lisse de G(F) d’espace E, et 7 est une application 7 : G(F) — Autc(FE,) vérifiant 7(gig') =
m(g)7(2)7(¢') pour tous g,¢' € G(F), & € G(F). Deux représentations (my, 71, Eyr,) et
(79, T2, Er,) sont dites équivalentes s'il existe des isomorphismes linéaires A : E,, — E,, et
B : Er, — Er, qui entrelacent 7, et my et qui vérifient B (7) = 712(Z) A pour tout T € G(F).
On dit d’une représentation (7, 7, E;) de G(F') qu’elle est admissible si 7 l'est, qu’elle est uni-
taire s’il existe un produit hermitien défini positif sur F, invariant par 'image de 7 et qu’elle
est tempérée si elle est unitaire, 7 est de longueur finie et toutes les sous-représentations
irréductibles de 7w sont tempérées. On définit la représentation duale de (m, 7, E;) : c’est
la représentation (7Y, 7Y, E,v) o m¥ est la représentation duale de m et 7" est telle que
< 7V(2)Y, 7(Z)v >=< v¥,v > pour tous v € E,, v¥ € Ev et & € G(F). Une représenta-
tion (7, 7, Er) est dite G(F)-irréductible si 7 est irréductible. Pour A € A% ®g C, on définit
(mx, 7, B ) par By, = Ey et 7, (&) = eMHe@)7(z) pour # € G(F). On omettra en général
les termes 7 et E, et on parlera de la représentation 7 de é’(F ), on notera alors sans plus
de commentaire (7, E;) la représentation de G(F') sous-jacente.

Soient P = MU un sous-groupe parabolique tordu de G et 7 une représentation de
M(F). On définit Vinduite normalisée notée i%(7) comme suit. La représentation de G(F)
sous-jacente est I'induite normalisée i%(7) qui se réalise sur I'espace EgT des fonctions e :
G(F) — E, vérifiant

— e est invariante & droite par un sous-groupe compact-ouvert de G(F');

— e(mug) = §p(m)/%7(m)e(g) pour tous m € M(F),u € U(F),g € G(F),

L’action de G(F) sur EﬁT est définie comme suit. Soit # € G(F) et fixons 77 € M. Notons



v € G(F) 'unique élément tel que & = ym. On a alors

({5 (7, 2)e) (9) = dp(m) /27 (m)e (0" (97))
pour tous e € EgT, g € G(F). Supposons que M est semistandard. On peut alors réaliser la

représentation induite sur I'espace K% _ des restrictions a K des éléments de ES_. Supposons

de plus 7 tempérée. On définit alors une (é, M )-famille qui prend ses valeurs dans I’espace
des opérateurs sur G Py Dar

RP/(T, )\) = Rp/‘P(T)_lRP/|p(T)\)
pour tout P’ € P(M) et pour tout A € iA}, ot Rpip(T) est Popérateur d’entrelacement

normalisé comme en [A2] théoréme 2.1. On déduit de cette (G, M)-famille un opérateur
Ry (7) qui ne dépend pas de P. On définit alors le caractére pondéré de 7 par

T (7o ) = Tr(Ry(1)ig(7, 1))
pour tout f~€ C=(G(F)). Dans le cas ott M = G, c’est le caractére classique de 7 et on le

note plutoét f — Ox( f ). D’aprés [C] théoréme 2, ce caractére est une distribution localement
intégrable.

1.6 Représentations tempérées et elliptiques des groupes tordus

Soit M un Levi de G et 7 € IIo(M). Supposons la condition suivante vérifiée
(1) # =14G(7) (P € P(M)) est irréductible

Posons

WY r)={z¢ Norm@(F)(M); Tolz ~71}/M(F)

Alors la représentation 7 s’étend en une représentation G(F')-irréductible et tempérée 7 de
G(F) si et seulement si WG<T) # (). De plus, la représentation 7 est alors unique a équivalence
prés. Supposons que 'hypothése (1) est vérifiée pour tout Levi M et pour tout 7 € Ily(M).
Alors en laissant varier M et 7, on obtient ainsi toutes les représentations tempérées G(F)-
irréductibles de G(F). Soient L un autre Levi et 7/ € TIy(L) tels que W (') # 0 et 7 une
représentation G(F)-irréductible et tempérée de G(F) qui étend 7/ = =ig(r') (Q € P(L)).
Alors 7 et o' sont équivalentes si et seulement si il existe g € G(F) tel que gLg™' = M
et 7 oad, ~ 7'. Revenons a notre représentation 7 obtenue & partir de M et 7. Notons
WG(T)TEQ Pensemble des @ € WO(r) tels que A%, = Ag. On dit que 7 est elliptique si
Wé(r) = Wé(r T)reg- Cela implique notamment que WY ) est réduit & un élément que
I'on note . On pose alors (7)) = |det(1 — )\AG |=1. On définit II.;(G) comme I'ensemble des

représentations elliptiques de G (F') a équivalence prés. On a une action naturelle de Z.AE - sur

I1.;(G) et on note {I1.;(G)} ensemble des orbites pour cette action. Soient O € {II;(G)}
et @ € O. Alors (%) et le stabilisateur de 7 dans iA7% ne dépendent pas du choix de 7, on
les note respectivement ¢t(Q) et i.A%.
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1.7 Intégrales orbitales pondérées non invariantes et invariantes

Soit M € LE. Soit g € G(F), la famille (Hp(9) perpiry st (G, M )-orthogonale et on
peut donc lui associer une (G, M)-famille (v5(9)) pepairy Par la formule vp(g, A) = e MHp(9)
pour A € iA% . De cette (G, M)-famille se déduit un nombre vy;(g). Soient f € C(G(F))
et T € M(F)N Gey(F), on pose

Jla )= DY@ [l aguody

G (F)\G(F)

C’est Dintégrale orbitale pondérée de f en Z.

On peut aussi définir, grace aux caractéres pondérés et suivant un procédé d’Arthur,
des intégrales orbitales pondérées invariantes. Définissons H,o(G(F)) comme 'espace des
fonctions f : G(F) — C vérifiant

— f est biinvariante par un sous-groupe compact-ouvert de G(F);

— pour tout X € Ag la fonction f1 Hz=x est a support compact.

Deux fonctions f, f/ € C>(G(F)) sont dites équivalentes si D(f) = D(f’) pour toute

distribution invariante D. On a alors

Proposition 1.7.1 Soient feC®(G(F)) et M e gé. 1l existe g (f) € Hae M(F)) telle
que pour tout © € Temp(M) et pour tout X € H;(M(F)) on ait l’égalité

[ Tl Dean(-A(0)aA = mes(iAf, )0x(er (L)

M,F

De plus la fonction ¢ (f)1u=x est bien définie a équivalence pres.

Preuve : Cela découle de la proposition 6.4 alliée au théoréme 5.5 et aux remarques 5.5(1)

et (2) de (W4 H ]
Soient f € C(G(F)), M € LE et & € M(F) N Greg(F). On définit 'intégrale orbitale
pondérée invariante I,;(Z, f) par récurrence sur a,; — ags par la formule

IM(‘%MIF) = ‘]]\7[(‘%7];)_ Z I]%Z(i‘7¢i(f)1HL—Hi(i))

1.8 Quasi-caractéres

Soit & € Gys(F). En adaptant [W1] 3.1 au cas tordu, on définit la notion de bon voisinage
w C gz(F). On note Nil(gz) U'ensemble des orbites nilpotentes dans gz (F') et Nil(gz)re, le
sous-ensemble des orbites réguliéres. Pour O € Nil(gz) la transformée de Fourier de l'in-
tégrale orbitale sur O est une fonction localement intégrable X — j’((’),X ). Elle dépend
évidemment des choix de mesures et de la transformée de Fourier, mais si ces choix sont faits
de fagon cohérente comme en [B] 1.4, alors la fonction j(0,.) est bien définie. On suppose
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donc que ces choix ont été effectués comme en [B] 1.4.

Soit © une fonction a valeurs complexes définie presque partout sur é’(F ) qui est inva-
riante par conjugaison par G(F'). On dit que c¢’est un quasi-caractére si pour tout 7 € G4 (F),
il existe un bon voisinage w C gz(F') et des nombres complexes cg o(Z) pour O € Nil(gz),
tels que

O(Zexp(X)) = Z co.0(2)j(0, X)

(’)ENil(gi)

pour presque tout X € w. D’aprés [C] théoréme 3, pour toute représentation # de G(F) qui
est G(F)-irréductible, le caractére ©; est un quasi-caractere.

1.9 Fonctions cuspidales et trés cuspidales

Definition 1.9.1 Soit f € C=(G(F)).

1. On dit que f est tres cuspidale st pour tout sous-groupe parabolique tordu propre P =
MU de G et pour tout i € M(F), on a

/UF f(mu)du =

2. On dit que f est cuspidale si pour tout Levi tordu propre M de G et pour tout & €
Greg(F)NM(F) on a J5(, f) =

Soit f € o (G(F)) une fonction trés cuspidale. On peut lui associer un quasi-caractére
O de la fagon suivante. Soit & € Glreg(F) et notons M (%) le commutant de Ag, dans G. Cest

un Levi de G et on peut trouver g € G(F) de sorte que gM (i)g~" soit un Levi semistandard.
On pose alors

@f(j) - (_l)aM(i)_aéDG( ) 1/2JgM(a:)g (gjg—l’gf)

ot (&) = f(g~'Zg). Le résultat ne dépend pas du choix de g (c’est une conséquence du
lemme 5.2 de [W1] adapté au cas tordu). La fonction © 7 ainsi obtenue est un quasi-caractére :
il suffit de reprendre la preuve de [W1]| corollaire 5.9 et de 'adapter au cas tordu.

En remplagant dans ce qui précede intégrale orbitale pondérée par intégrale orbitale
pondérée invariante, on peut aussi associer a toute fonction f € Cg°(G(F)) une fonction
167 : pour & € Giey(F), on choisit g € G(F) tel que gM(Z)g~" € LY et on pose

~ Ay —as VG ~ 1 F
[0(7) = (1)@~ "D (&)L 51351 (99, f)
le résultat ne dépend pas non plus du choix de g (cela découle du fait que les intégrales
orbitales pondérées invariantes sont bien invariantes et ne dépendent pas du choix de K).
On a alors
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Proposition 1.9.1 Soit f € C®(G(F)) une fonction cuspidale. Alors 10} est un quasi-
caractere de G(F)

Preuve : C'est la méme que celle de la proposition 2.5 de [W2], en utilisant le théoréme
3 de [C] et la proposition suivante qui est le théoréme 7.1 de [W4]

Proposition 1.9.2 Soient f € C=(G(F)) une fonction cuspidale, M un Levi tordu de G
et T € M(F) N Grey(F), alors

1. 8i@ ¢ M(F)ar, Iy(&, f) =0

2. Sit e M(F)ell;

DO A~ eIy (@, f) = > UO)iAb AL ] / Ox, (#)Osy (F)dA
Oc{ILu (@)} AG F

ot 1(O) sont certaines constantes qui sont celles définies en 1.6 dans le cas ou G vérifie
les hypotheses de cette section.

On aura aussi besoin des propriétés suivantes :cf [W3| lemme 1.13.

Lemme 1.9.1 1. Soit f € C=(G(F)) une fonction tres cuspidale. Alors pour tout L €
LY, la fonction ¢z (f) est cuspidale et on a l’égalité

OF= Y [WHWO I (=1)2 e Indf (10, 5)
LeLG
2. Soit fe QEO(G(F)) une fonction cuspidale. Alors il existe une fonction tres cuspidale
f € CX(G(F)) telle que f et f' soit équivalentes (au sens défini en 1.7)

2 Le groupe tordu de changement de base du groupe uni-
taire

2.1 Définition et description

Soit E/F une extension quadratique. On notera N et T'r la norme et la trace relatives
a cette extension, ¢ : = +— c¢(x) le F-automorphisme non trivial de E, xg le caractére
quadratique de F* de noyau N(E*) et ¥g = ¢ o T'r qui est un caractére additif non trivial
de E. Soit d > 1 un entier et V un espace vectoriel de dimension d sur E. Notons GL(V) le
groupe des automorphismes E-linéaires de V et G = G4 = Rg/pGL(V') le groupe algébrique
défini sur F' obtenu par restriction des scalaires a la Weil (dorénavant on notera Rpg /F la
restriction des scalaires de £ & F'). On note V¢ le groupe abélien V' muni de la structure de
E-espace vectoriel définie par \.v = ¢(\)v. Introduisons G = G4 = Isom(V,V®*), la variété
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algébrique définie sur /' des isomorphismes c-lin¢aires de V' sur son dual. Le groupe G agit
a gauche et a droite sur GG de la fagon suivante

(9.7,9) = ("g°) "2
oul g est I'application transposée de g et tg¢ est application g vue comme endomorphisme
de V*¢. Le couple (G, @) est alors un groupe tordu. On peut identifier G(F) a I’ensemble
des formes sesquilinéaires non dégénérées de V' (on adopte la convention qu'une telle forme
est linéaire en la deuxiéme variable) : & & € G(F) on associe la forme (v,v") —< Z(v),v" >.

Soit & € G(F) un élément semi-simple. On pose = = *(Z¢)~'Z. On note V' le noyau de
x—1 dans V, V! I'unique supplémentaire z-stable de V' et G, G" les groupes tordus définis
de la méme facon que G en changeant V en VI et VI respectivement. La restriction de Z
a V! définit une forme hermitienne et G est le groupe unitaire de (V7', ). On définit une
fonction A sur Gy, (F) par

A(Z) = [N(det(1 — z)v2)|r
Par restriction a V7, & définit un éléement de G'(F) que I'on note encore Z.

Lemme 2.1.1 On a

A d//% o A,
D% (&) = |27 A(@)= D (2)
ou d} = dimg(VY).

Preuve : Pour ne pas trop alourdir les notations, on posera V' = VI, V" =V et d" = dJ.
On a une décomposition g(F') = gly(V")® Homg(V", V') ® Homg(V',V") @ ¢ (F'). Posons
g1 =glg(V") et go = Homg(V", V') & Homg(V',V"). Alors g1, g2 et g'(F) sont stables par
3. Pour ¢ = 1,2, notons g, ; le sous-espace de g, ou 8; agit comme l'identité. On a alors

(1) D <H |det(1 |gj/g”|F> |det(1 — 03) 19 /g, |7

Le dernier terme de ce produit vaut D ().
— Calcul de |det(1 — 03))q,/q, ;| : sur le sous-espace gi, 0z est 'endomorphisme qui a
X € Endg(V") associe I'opposé de I'adjoint de X pour la forme hermitienne Zy». Par
conséquent, on a ;> = Id. Notons g? le sous-espace de g, sur lequel 67 = —Id. On a

g1
alors |det(1 — 0z)1g, /.2 |F = |2\dsz(gl Soit n € E* un élément non nul de trace nulle.

Alors 'application X — nX est un isomorphisme entre gj et g; ;. Par conséquent on
a dimp(g7) = dimp(g1)/2 = d"?. D’ou

(2) |det(l = 02)jg /007 = |21
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— Calcul de |det(1 — 0z)g,/g, ;|7 : POsons g3 = Homp(V", V') et g4 = Homp(V',V").
Alors 6; échange g3 et g4. On a donc

det(1 — ei)lgz/gz,i = det(1 — 9§)|93/93,i

L’action de 62 sur g3 est donné par X + z o X. Via le choix d’une base de V", on a
. . " . . . .

un isomorphisme g3 ~ V%" ot via, cet isomorphisme, 9% agit par x sur chaque facteur.

Par conséquent

(3) |det(1 = 0z)jgu/ma sl = A@)™
Les égalités (1), (2) et (3) entrainent le lemme W

Fixons une base (v;);=1,.. 4 de V, cela permet d’identifier G a Rg/pGLg. Pour R une F-
algebre et g € (Rg/rpGLq)(R) = GLy(R®pE), on note g; ; les coefficients de g , 4,5 = 1,...,d
(ce sont des éléments de R®p E). Soient By, Ug et Ty les sous-groupes de Ry, pG Ly constitués
des matrices triangulaires supérieures, des matrices unipotentes triangulaires supérieures et
des matrices diagonales respectivement. On pose Ay = Ar,. On notera K, le sous-groupe
de (Rg/rpGLq)(F) = GL4(E) des matrices & coefficients entiers dont le déterminant est de
valuation nulle. On définit un caractére ¢y de Uy(F') par la formule suivante

d—1
Vgt u QﬂE(Z Uiit1)
i=1
Soit 6y I'élément de G(F) défini par q(v;) = (—1)"*@D2y% - pour 4 = 1,...,d ou
(v})iz1,..a est la base duale de (v;);=1,.. 4. On notera aussi §; 'automorphisme de G défini
par 0,9 = 04(g)0,. Alors 04 laisse stable By, Uy, T, et préserve le caractére vy de Uy(F).

Pour 7 une représentation lisse de G(F'), on notera 7 la conjuguée complexe de 7 et ¢
la composée de 7 et de I'automorphisme de G(F'), g = (gi;) — (c(gi;)). La classe d’isomor-
phisme de 7¢ ne dépend pas du choix de la base (v;);=1,._4.

2.2 Modéle de Whittaker

Fixons & nouveau une base (v;);=1,. 4 de V. Soit (7, E;) une représentation lisse irréduc-
tible de G(F'). Appelons fonctionnelle de Whittaker pour 7 toute forme linéaire ¢ : E, — C
vérifiant £(7(u)e) = ¥4(u)l(e) pour tout e € E; et pour tout u € Uy(F'). L’espace des fonc-
tionnelles de Whittaker pour 7 est de dimension au plus 1. Supposons que cet espace soit de
dimension 1. Soit 04() la représentation g — 7(04(g)). Alors m s’étend en une représentation
tordue 7 de G(F) si et seulement si 7 ~ 6,(r). Supposons cette condition vérifice et soit
7 une G(F )-représentation tordue qui prolonge 7. L’application ¢ — ¢ o 7(6,) préserve la
droite des fonctionnelles de Whittaker et agit par un scalaire non nul que 'on note w(7, ).
Un calcul de changement de base montre que w(7, ) ne dépend pas du choix de la base.
En revanche, il dépend de 9. Pour b € F*, on note 9° le caractére défini par ¢°(z) = 1 (bx).
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Soit DY la matrice diagonale de coefficients D% = b9~% et ¢ une fonctionnelle de Whitta-

ker non nulle pour ¢. Alors ¢ o 7(D?) est une fonctionnelle de Whittaker pour 1* et on a
04(D*)(D*)~! = b'=?1,. On en déduit que

(1) w(7, ¥°) = wr(b)!~%w(7, 1) pour tout b € F*.

oll w, est le caractére central de .
(2) Supposons 7 tempérée. Alors w(7Y, " )w(7, ) = 1 ot v~ = =1, Si de plus 7 est
unitaire alors |w(w, )| = 1.

En effet, soit ¢ une fonctionnelle de Whittaker non nulle de 7 pour le caractére ¢ et ¢~ une
fonctionnelle de Whittaker non nulle de 7¥ pour le caractére 1. D’aprés [W2] lemme 3.6, il
existe un nombre complexe non nul C' tel que pour tout e € E; et pour tout ¢V € E,v on ait

e esmC / 6~ (1" (9)e")d(n(g)e)dg
Ug—1(F)\GLgq_1(E)

ou on a identifié Rp/pG L4y au sous-groupe des éléments de G qui laissent stables vy et
vy, De légalité < 7V (0y)e", m(0q)e >=< e¥,e >, 'on déduit la premiére identité. Pour la
deuxiéme, il suffit de remarquer que si 7 est unitaire, on a

2.3 Représentations induites

Soit L un Levi tordu de G. Il existe alors une décomposition

V=V,o..oVieVidV id...0V.,

telle que L soit l'ensemble des & € G qui vérifient z(V;) = V¥ pour j = —u,...,u. Pour
Z € L, on notera ; la restriction de Z a Vj, j = —u,...,u. On a alors

(1) L= Rg/pGL(Vy)x.. XRg/pGL(V1)xRppGL(Vo)xRp/pGL(V_1)x.. . XRg/rGL(V_,)

Posons d; = dim(V;) = d_;, j = 0,...,u. Pour j = —u,...,u, fixons une base (vg)izl,___,dj
de V. La famille (v;);—;,. 4 définie par Vdy 4o tdjpr+i = v! pour tout j = —u,...,u et pour
tout ¢ = 1,...,d;, est une base de V. Grace a cette base, on définit comme en 2.1 un

élément 0. On remarque que 6, € E(F) Notons 6y, la restriction de 63 a Rg/pGL(Vj). Soit

7 € Temp(L). Conformément a (1), on peut écrire

T=Ty X ... T_y4
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ou pour tout j = —u,...,u, 7; € Temp(GL(V;)). Puisque 7 s’étend en une représentation de
L(F), on a 6y,(7;) ~ 7_; pour j = 1,...,u. Choisissons des opérateurs unitaires A; : £, —
E;_; tels que

AjTi(Ov,(2—5)) = T_j(7_;) A;

pour tout z_; € GL(V_;). Notons Go I'analogue de G lorsque l'on remplace V par Vp. 11
existe alors un unique prolongement 7y de 79 & Go(F) tel que pour e = e, ® ... ® €1 ® €9 ®
e1®...Qe_, € B, on ait

%<¢9d)€ = A;le,u XR...Q AI1€,1 (029 %0((9‘/0)60 (029 A161 XR...Q Aueu

et ce prolongement ne dépend pas du choix des A;. Introduisons la représentation 7 = zg (7)

(Q € P(L)). On a alors

(2) w7 ¥) =w(f,v)
On peut en effet construire de fagon explicite une fonctionnelle de Whittaker pour 7 a partir
d’'une fonctionnelle de Whittaker pour 7. Plus précisément, notons w 'élément qui envoie

vg sur v; 7 pour j = —u,...,u et pour ¢ = 1,...,d;. Remarquons que 64(w) = w. On a fixé
une base de V; pour j = —u,...,u, ce qui permet de parler de fonctionnelle de Whittaker
pour une représentation lisse de GL(V;). Fixons des fonctionnelles de Whittaker non nulles
¢ By, — Cde 7; pour j = —u,...,u. On peut toujours supposer, ce que 'on fait, que 'on
a ¢joA; =¢_jpour j =1,...,u. Choisissons une suite exhaustive (U(F)y)n>1 de sous-

groupes compacts-ouverts de U(F"). Définissons 'application linéaire ¢ : E, = ESJ — C par
la formule

¢(f) = lim (bu ® ... d—u) (f (wu)) P(u)du

Cette expression a un sens et ¢ est une fonctionnelle de Whittaker non nulle pour 7 (cf 3.1
[Sh]). Cette définition permet d’exprimer ¢ o 7(6,) de deux fagons différentes, et on obtient
alors la relation (2).

Comme cela nous sera utile plus tard, déterminons le caractére de 7 en fonction du
caractére de 7 et des caracteres de 7; pour j =1,...,u.

Lemme 2.3.1 Pour presque tout & € L(F), on a égalité
0:(7) = O, (o) [ [ O, (-1)* (2¢,)"'5))
j=1

Preuve : Soient f; € C®(GL(V})), 5 = —u,...,u. Définissons f € C®(L(F)) par
f(x0q) = [I;-_, fi(z;), ot on a noté z; la restriction de z & V; pour x € L(F). L'opé-

rateur 7(f) envoie alors e =€, ® ... ® e_, € E, sur
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Tu(fu)Agle_u ® e ® Tl(fl)Al_le_l ® To(fo)%o(evo)eo ® T_l(f_l)Alel ® e ® T_u(f_u)Aueu

Soit j € {I,...,u}. La trace de I'endomorphisme de E. ® E, , qui envoie e; ® e_; sur
Tj(fj)A}le_j ® 7_;(f—j)Aje; est égale & la trace de Popérateur 7;(f?; x f;) ou f% (x;) =
f-i(0v_;(x;)) et x est la convolution. Cette trace est égale &

/ O, (z;0v_; () f-(x5) fi(x;)dr_jdz;
GL(VJ')XGL(VLJ')

La trace de l'opérateur 7o(fo)7o(0v;), elle vaut

/ Oz, (z0bvy ) fo(zo)dzo
Go(F)

On en déduit que la trace de I'opérateur 7(f) est égale a

/L Ozt [[ 0 a0 (o)) f(@

j=1
olt on a posé T = 264 pour x € L(F). On vérifie facilement que zofy, = Zo et 2,0y, (v_;) =
(—1)411(z° ;)" Z; pour tout z € L(F). On en déduit le résultat annoncé M

2.4 Représentations elliptiques

Soit L un Levi tordu de G et reprenons les notations de la section précédente. On a
notamment une décomposition associée a L

V=V, o..oVieV,eV ...V,

et Gy désigne le groupe tordu analogue de G lorsque 'on remplace V par Vy. Considérons
un Levi Ly de Gy. Ce Levi admet une décomposition

LO = RE/FGLd’l X ... X RE/FGLd’S
Pour j = 1,...,s, soit p; une représentation irréductible de la série discrete de GLd;_(E)

telle que Hd;,(pj) ~ p,;. On suppose que p; % p; pour 7 # j. Posons 175 = ’ng (P ®...® ps)
(Qo € P (Ly)). Pour j =1,...,u, soit 7; une représentation irréductible de la série discréte

de GL(V;). Posons

T=T, 0.0 QR0 (n)®...00%",)

Alors 7 se prolonge en une représentation unitaire 7 de IZ(F ) et c’est une représentation
elliptique de L(F). Posons s(7) = s. Ce terme dépend seulement de I'orbite sous iA} de 7.

Si O € {Il.;(L)} est cette orbite, on peut donc poser s(0) = s. On a alors ((0) = 275(0)—az
(cf 1.6). Toutes les représentations elliptiques de L(F') s’obtiennent de cette fagon.
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2.5 Facteurs ¢

Soient m,d > 1 des entiers, et posons H = (G,,,. Soient m, o des représentations irréduc-
tibles tempérées de G(F') et H(F') respectivement. Posons

6(7’(’ X o, Q7Z}E) = 6(1/277T X o, Q7Z}E)

ou la fonction s — €(s,m X 0,9g) est celle définie dans [JPSS]. On a alors les propriétés
suivantes dont les preuves découlent de la définition ou alors se trouvent dans [JPSS|. Pour
des représentations 7; € Temp(Gy,), i =1,...,t,avecd=d; + ...+ ds, on note 74 X ... X7y
la représentation i% (1 ®...®@7;) de G(F) ot P est un sous-groupe parabolique de G de Levi

Gay X ... x Gy,

Proposition 2.5.1 Notons w, et w, leurs caractéres centrauz. On a les propriétés suivantes
1. e(m x 0,9%) = wr(b)™wy (b)%e(m X 0,%E) pour tout b € E*
2. e(m¢ X 0% ¢Yg) = e(m X 0,¢E)
3. e(mV x oV, Yp)e(r X 0,9E) = wr(—1)"we(—1)2

t

4. Sim=1 X ...XT, alors (m X 0,9YE) :HE(Tj X 0,0p)

j=1

Supposons maintenant que m et d sont de parités différentes et soient 7 € Temp(é) et
6 € Temp(H). Posons

(1) (7,8) = (5, 7) = w(F, )w(3, )wn((~1)™20)w, (1) 20)e(x x 7, 1p)

Ce terme ne dépend pas du choix de ¢ : F' — C* d’aprés 2.2(1) et le 1. de la proposition
précédente. Soit L un Levi tordu de G que I'on écrit comme en 2.3. Soit 7 € Temp(L). On
peut écrire

T:Tu®---®7'1®7’0®91(71)®...®0u(7'u)

Le prolongement 7 de 7 détermine un prolongement 7y de 75 comme en 2.3. Posons

GV(T, 7_07 | | wT]

Supposons que T = i&(7) (Q € P(L)). On a alors

(2) €7, 0)=¢€,(T,0)
Cela découle en effet de 2.3(2) et des points 2., 3. et 4 de la proposition 2.5.1.

19



3 La formule géométrique

3.1 La situation

Soit V' un espace vectoriel de dimension d sur E. On se donne une décomposition V =
Z ®W ou W et Z sont de dimensions m et 2r + 1 respectivement, m,r € N. Fixons une
base (z;)i=—y,..,» de Z et posons Vj = W & Ez;. Introduisons les groupes et groupes tordus
G = RprGL(V), H = Rg/rGL(W), Gy = RgrGL(Vy), G = Isom(V,V*) et H =
Isom (W, We*). On identifie H au sous-groupe des éléments de G qui agissent trivialement
sur Z. Fixons v € F* et notons ¢ I'élément de Isom(Z, Z°*) défini par ((z) = (—1)"2vz*,
olt (2} )i=—r,.., est la base duale de la base (2;);=—,__,. La décomposition V = Z & W induit
une décomposition Ve* = Z%* @ We*. On a un plongement ¢ : H < G défini de la facon
suivante : pour & € H, (%) est Pélément dont la restriction a W est 7 et la restriction a Z
est 5 . En pratique on ne fait pas de distinction entre Z et ¢(Z). Considérons le sous-groupe
parabolique P de G qui conserve le drapeau

EzC..CFEz®.. E/ CEz2,®.. DEx1D
CEzd.. Ex1DVDE2z1C...CEz,&®.. DPEx1 VB Ez1D...0FEz_,

On note A le sous-tore de GG des éléments qui préservent les droites Ez; pour i =

+1,...,+r et agissent comme l'identité sur V; et U le radical unipotent de P. On pose
M = AG,, c’est une composante de Levi de P. Pour a € A(F), on note a; la valeur propre
de a agissant sur z; pour ¢ = £1,...,47. On note P le normalisateur de P dans G et M

le normalisateur de M dans P. Ce sont respectivement un sous-groupe parabolique tordu et
un Levi tordu de G et on a H C M. On définit un caractére ¢ de U(F') par

r—1
Ew) = ¢n( ) i)
i=—r
oll on a posé uiy1; =< 2j,q,uz; > pour ¢ = —r,...,r — 1. ce caractére est invariant par 6
pour tout § € H(F).

Fixons un Og-réseau R de V' qui est somme d'un Og-réseau de W et du réseau engendré
par les z; pour i = 0,%1,...,£r. Notons K le stabilisateur dans G(F') de ce réseau. On a
alors G(F') = P(F)K. Soit RY le réseau dual de R dans V*. Pour N > 0 un entier, on définit
2y comme le sous-ensemble de G(F') des éléments qui s’écrivent g = uagok ot u € U(F),
ke K,ae€ A(F) et gy € Go(F) vérifient

— |valg(a,)] < N et |valg(a;)] < 2N pour i = +1,...,+(r — 1), —r

— gtz €N Ret tgy 2t € mpP VN RY
On note ky le fonction caractéristique de ’ensemble Q5. C’est une fonction invariante a
gauche par H(F)U(F) et invariante a droite par K.
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3.2 Un ensemble de tores tordus

Considérons une décomposition W = W' @ W” et notons H' = Rg/pGL(W'), H" =
Rp/pGLW"), H' = Isom(W',W'**), H" = Isom.(W",W""*). Soient T" un tore maximal
anisotrope de H' (i.e. tel que Az = {1}) et Cyr € ﬁ]”(F) une forme hermitienne non
dégénérée. On suppose que les groupes unitaires de ¢ a1 et CGT = (o CHT sont quasi-
déployés. Notons T I’ensemble des éléments & € H qui envoient W’ sur W'*, W” sur W""
et tels que la restriction de # & W’ appartienne a T” et la restriction de 7 a W” soit égale a
C - On note 7 I'ensemble des sous-ensembles T de H obtenus de cette facon. Cet ensemble
est stable par conjugaison par H(F') et on fixe un ensemble 7 de représentants des classes de
conjugaison. Pour T' € T on note T Pensemble des éléments de 7" dont on prolonge I’action
sur W en les laissant agir comme l'identité sur W”. C’est un sous-tore (en général non
maximal) de H. Les éléments de T définissent un automorphisme 6 de T' et on note T?, Tj le
sous-groupe des point fixe et sa composante neutre respectlvement On a T = T,. On notera
aussi T(F) /0 Despace des classes de conjugaison par T'(F) dans T(F). Le normalisateur de
T dans H(F) contient T(F) x U(Cyr)(F), on pose

W(H,T) = Normyr)(T)/(T(F) x U(Cur)(F))

Pour T € T, on notera dorénavant avec un indice T les objets définis dans ce paragraphe
qui dépendent de T : W, Wi, H.., Hf, HY. Hf ete..

3.3 Quelques fonctions nécessaires a la formule géométrique

Soit T' € T. On note fﬁ Pouvert de Zariski des éléments ¢ € T tels que les valeurs propres
de t = !(t¢)~'f sur W soient toutes distinctes et différentes de 1. Soient I' et © des quasi-
caractéres de G(F) et H(F) respectivement. Soit ¢ € Ty(F). On a alors Gy = U(Cq.r) x Ty
et Hi = U(Cyr) x Tp. Par conséquent, on a des identifications Nil(g;) = Nil(u(Car)) et
Nil(b;) = Nil(u(Cg.r)). Posons

i) = —— S ol

IN(Ce)real oenittuGe,rres

et
Co = ~ Co,0
Ni - ’
‘ Zl(ll(CH,T))reg‘ OENI(u(Cr1.7))req

On vérifie facilement que les fonctions cr et cg sont invariantes par conjugaison par T'(F).
Elles définissent donc des fonctions sur T'(F') /6.

3.4 Un critére de convergence

Soient 7' € T, t € T(F) et posons t = *(°)~' € H(F). Notons E'(f) resp. E"(f) l'image
respectivement le noyau de ¢ — 1 dans W}. Introduisons les groupes J'(f) = Rg,rGL(E' (1))
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et J'(t) = Rg/pGL(E"(t)). On note 3; le centre de l'algébre de Lie de J'(t);. On a une

inclusion naturelle J'(t) x J"(t) C H/.. Le tore Ty est alors un sous-tore maximal de H/T,E =
J'(t); x J"(t);. En particulier, on a 3; C ty.

Pour X un F-espace vectoriel et i € R, on note C;(X) I'espace des fonctions mesurables
¢ : X — C vérifiant o(Ax) = [M|%p(x) pour tout x € X et tout A € F*2. On note C5;(X) le
sous-espace vectoriel des fonctions a valeurs complexes sur X engendré par les C;(X) pour
J = 1. Soit x : F* — {£1} un caractére quadratique, pour ¢ € R on notera C;, (X) l'espace
des fonctions mesurables ¢ : X — C telle que o(Az) = x(\)|M%p(x) pour tout z € X et
tout A € F*. Enfin, C5;,(X) désignera 'espace de fonctions sur X engendré par C;, (X) et
les C;(X) pour j > i.

Soit 6 : T(F)/6 — R une fonction, on définit alors Css(T) (resp. Css,(T)) comme
I’espace des fonctions complexes f définies presque partout sur f(F) /0 et telles que pour tout
t € T(F), il existe un bon voisinage w C to(F) de 0 et une fonction ¢ € Cosiy(ta(F) /3:(F))
(resp. ¢ € Cogiy \ (to(F)/3:(F))) vérifiant

f(texp(X)) = p(X) pour presque tout X € w

ot X désigne la projection de X sur to(F)/3;(F). Rappelons que I'on a défini en 2.1 une
fonction A sur Ggs(F'). On montre exactement de la méme fagon que le lemme 5.2.2 de |B]
le critére de convergence suivant

Lemme 3.4.1 Soit T € T. Posons
~ , dim(3;) — dim(ty) — dim(E"(t 1

pour tout t € T(F). Soit f € Cssonn(T), alors pour tout s € C tel que Re(s) > 0 Uintégrale

[ GINGR G

T(F)/0
converge absolument et de plus la limite
lim fOA(t)dt

s—0t T(F)/@

existe

Soient I' et © des quasi-caractéres de é(F) et H (F) respectivement. Une démons-
tration tout a fait analogue a celle du lemme 5.3.1 de [B] montre que la fonction ¢
cr(t)ce(t) DE(£)Y2DC ()2 A(#) 12 est dans Csg, ., (T). On peut par conséquent définir
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_ dim(W)— (5 ) SN N (D (712
(1) Jyom(©,1) = 3 J211 WHD " lm [ coler @D
= s—07t T(F)/0
€T
DG<£)1/2A<£>371/2d£
Si f € C™(G(F)) est tres cuspidale, on pose ¢ = co; et Joeom(©, F) = Jyeom (O, O7).

3.5 Le théoréme

Soient f € C2°(G(F)) une fonction tres cuspidale et © un quasi-caracteére de H(F). Pour
g € G(F), on définit une fonction 9f¢ sur H(F) par

9FE(h) = / o gy

C’est une fonction localement constante & support compact. On peut donc poser

H(F)

J©.F,9) = / (R (7 dh

pour tout g € G(F). La fonction g — J(O, f, g) est localement constante et est invariante a
gauche par H(F)U(F). Soit N > 0 un entier. Posons

JN(@vf) =

/ kv (9)J(O, F.g)dg
H(F)U(F)\G(F)

Théoréme 3.5.1 L’expression Jy(O, f) admet une limite lorsque N tend vers linfini et on
a

]\}ILI})O JN(@, f) — Jgeom(@7 f)

La démonstration de ce théoréme occupera les quatre paragraphes suivants. Comme on
I’a dit en 1.3, on utilise dans ces deux sections une normalisation différente des mesures. Le
théoréme 3.5.1 ne dépend que du choix de mesures de Haar sur les tores compacts Ty(F),
T € T, qui ont jusqu’a présent été normalisées par mes(Ty(F)) = 1. Ces mesures sont
maintenant celles notées v(Ty)dt. Il faut donc dans la définition 3.4(1) rajouter un facteur
v(Ty) dans chaque terme de la somme.

3.6 Descente a I’algébre de Lie

Par un procédé de partition de I'unité, on se rameéne a la situation suivante : il existe
T € Gg(F) et w C gz(F) un bon voisinage de 0 aussi petit que l'on veut de sorte que
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Supp(f) C (Texp(w))? = {gTexp(X)g™"; g € G(F) X € w}.

Supposons dans un premier temps que I n’est conjugué a aucun élément de H (F). Cela
revient a dire que (V) ne contient pas de sous espace hermitien isomorphe a (Z, ). Si tel
est le cas et si w est assez petit, il en va de méme de (V) ), Zexp(X)) pour tout X € w.
On en déduit que (Fexp(w))® N H(F) = §. D’aprés une propriété des bons voisinages, I'en-
semble (Zexp(w))® est stable par I'opération qui consiste a passer a la partie semi-simple.
On a donc aussi (Fexp(w))® N H(F)U(F) = 0. D’aprés la définition, on a alors 9f¢ = 0 pour
tout g € G(F) puis Jy (O, f) = 0 pour tout N. D’autre part, le quasicaractére ©; est alors
nul au voisinage de H(F) et, par conséquent, Jyeo, (0, f) = 0. Ainsi, le théoréme 3.5.1 est
trivialement vérifié dans ce cas.

On suppose donc maintenant que la classe de conjugaison de & coupe H (F). Quitte a
conjuguer, on peut méme supposer que & € H,,(F). Posons = £(#°)~'Z et on note V" resp.
W resp. W' = V' le noyau de x—1 dans V resp. le noyau de x—1 dans W resp. I'image de x—1
dans W.Onaalors V = V'@V’ W = W"®W’ et la restriction de T a V" et W est une forme
hermitienne. On désignera par G”, H" et H' = G' les groupes Rp/pGL(V"), Rg/pGL(W"),
Rp/pGL(W') = Rp/pGL(V’) respectivement. On a alors Gz = G3G%, Hy = H{HY et les
groupes G, HY sont des groupes unitaires. Soit g € G(F'), on définit les fonctions ©; , et
gj;w sur hz(F) et gz(F') respectivement par

Os(X) = { (C;)(fexp(X )) :in);ne w N b3 (F)

et

= | flg ' Fexp(X)g) siX €w
gfi’w(X) - { 0 sinon.

Pour tout X € h;(F') et pour tout g € G(F'), posons
0= [ Rl M
Ug F

Ja”:,w((aa ]Fa g) = A~(F) @i"w(X)gfg,w(X)dX

Pour tout entier N > 0, définissons

/{N(g)‘]i‘,w(@a fa g)dg

Jzw.n (0, f) :/
Hz(F)Uz (F)\G(F)
Notons 7" 'ensemble des tores maximaux anisotropes de H%. La paire d’espaces hermi-
tiens (V”, W") vérifient les hypothéses de la section 4 de [B], on peut donc lui associer un
ensemble de tores 7" comme dans cette référence. Notons T . ensemble des éléments de T
qui contiennent . On vérifie que I'application 7' +— Ty est une bijection entre T, et T/ x T".
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Pour T € T, on a défini deux fonctions co et cj sur T(F)/6. On définit les fonctions ce s
et ¢z, sur to(F) comme étant nulles hors de w et dont les valeurs sur X € w N tp(F) sont

co.z.w(X) = co(Texp(X)) et Cf,i,w(X) = cf(fcexp(X))

On note A" la fonction définie sur bz 4s(F') par

A”( ) |N(d€tX‘Wu/Wu(X )|F

ou X" désigne la restriction de X a W” et W”(X) le noyau de X dans W”. Soit Tz un
ensemble de représentants des classes de conjugaison de 7, par Hz(F). Soit I € T' x T"
et notons T} € T le tore tordu lui correspondant. D’apreés le paragraphe 3.2, il est associé
a Ty une décomposition W = Wi, @ Wi, Notons Hy, = Rp/pGL(Wyr,) et Normpy, (I) le
normalisateur de I dans Hjz. On a alors une inclusion naturelle H7, ;I C Normy,(I). On
pose

W(Hz, 1) = Normy, (I)(F)/Hr, z(F)I(F)

C’est un groupe fini. Posons

Jgeomxw @ f Z |W HxaI | ! ( ) lim C@,iz,w(X)Cf,j}’w(X)DHi(X)1/2
IeTs i(F)

DGi (X)l/QA/l(X)s—l/ZdX

On voit comme en 3.4 que cette expression est bien définie. Soit

C(@) = 2™ " D (@) DS @) A )

Proposition 3.6.1 On a les égalités

JN(@a f) = C(f)JN,iw(@a f) et Jgewn(@v f) = C(f)Jgeom,i,w(@v f)

Preuve :
Il suffit de reprendre la preuve du lemme 3.4 de [W3]. Rappelons pour la commodité du
lecteur comment 1’on procéde.

Soit g € G(F). Par la formule d’intégration de Weyl, on a :

W) J©, = 3 (W) / 1, 00D / oy O

TeT(H)

_ Pour T:et T’ deux sous-tores maximaux tordus de H on pose W(T,T") = {h € H(F) :
hTh™' =T'}/T(F). Pour tout sous-tore maximal I de Hj, on note T} son commutant dans
H et T = T;Z qui est un sous-tore maximal tordu de H. On a alors :
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(2) Soient T € T(H) et t € T(F) N Hyey(F) tel que / "9 f€()dh # 0 alors
To(F)\H (F)
te U w(Zexp(i(F) Nw))w™!

En effet, il existe alors u € U(F) tel que tu € (Texp(w))®. La partie semisimple de
tu étant conjuguee a1 onaaussi f € (fexp(w))®. Soient donc X € w et y € G(F) tels
que yty~! = Fexp(X). Par restriction, y réalise alors un isomorphisme entre les espaces

hermitiens (VY1) et ( 2eap(x) Texp(X)). Le premier de ces espaces contient comme sous-

espace hermitien (Z,() et le deuxiéme est inclus dans (V”,Z) qui contient aussi (Z,().
D’aprés le théoréme de Witt, quitte & multiplier y par un élément de G%(F') et a conjuguer
X par ce méme élément, on peut supposer que y agit trivialement sur Z. On a alors 1'égalité
Yyt (t) "Myt = rexp(2X). On en déduit que exp(2X) agit comme lidentité sur Z donc
la restriction de X a Z est nulle. Un élément de gz(F) dont la restriction a Z est nulle
appartient & hz(F'), par conséquent X € hz(F'). L’élément y envoie 'orthogonal de Z dans
v, t), qui est W, sur 'orthogonal de Z dans Vx’emp( x> qui est Wi‘exp( x)- Il envoie aussi W}
sur mep(x Puisque W = W, @ W/ = W] cap(x) D Wé’e p(x)> ON €n déduit que y conserve
W donc y € H(F). Qultte a conjuguer X, on peut supposer qu’il ex1ste I € T(H;z) tel que
X €i(F)Nw. Puisque t est supposé reguher, la conjugaison par ! induit alors un élément
w de W (T, T) d’ou le résultat.

(3)Pour T € T(H ) Il, I, € T(Hz) etw; € W(Th, 1), wy € W(Ty,,T) les deux ensembles
wy (Texp(iy(F)Nw))w;t et wy(Zeap(iz(F)Nw))w, ' sont disjoints ou égaux et s'ils sont égaux
onaly =1,

Soient y1,y> € H(F) qui relévent w; et wy on pose y = y, 41 Si les deux ensembles en
question ne sont pas disjoints, on a y(Zexp(w))y ' N Zexp(w) # (. Donc par une propriété
des bons voisinages, y € Zy(Z)(F) = Hz(F). Alors la conjugaison par y envoie T}, sur T},
donc I; sur Iy, et laisse stable w. Ce qui entraine aussi I; = I.

(4) Soient T € T(H), I € 'T( :) et wy € W(Ty,T). Le nombre d’éléments wy € W (T}, T)
tels que wy(Zexp(i(F) Nw))wy ' = wi (Zexp(i(F) Nw))w; ' est |W(Hz, I)).

En effet d’aprés ce qu’on vient de voir et le fait que 77 N Hz = I, '’ensemble de ces
éléments est en bijection avec {y € Hz(F) : yly~' = I}/I(F) qui est précisément W (Hz, I).

(5) Soit I € T(Hjz), alors il existe un unique tore T e T(H) tel que W(T;,T) # () et on
a alors |W (T, T)| = |W(H,T)|.

L’existence et Punicité de T sont évidentes puisque T(ﬁ] ) est précisément un ensemble
de représentants des classes de conjugaison de sous-tores maximaux tordus de H. Soit donc
T T'unique élément de T (H) tel que W (T;, T) # 0 et fixons wy € W(T;,T). On a alors une
bijection entre W (T;, T) et W(H,T) donnée par w — ww; .

Rappelons que d’aprés nos choix de mesures, pour I € T (Hjz), Papplication
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(FYNw— Ti(F)/6
X — Zexp(X)

préserve les mesures. Les points 2 & 5 ci-dessus permettent alors de transformer ’expression
(1) en I'égalité suivante

J©.f9 = Y WD /( i / T

IeT (Hz)

D (Fexp(X))Oz,.,(X)dX

On a DA (Zexp(X)) = DH(%)DH:(X). Par la formule d’intégration de Weyl appliquée au
groupe Hz, on a

5©.f.9) =" | | (X Gern(x))dxdn
Hz(F)\H(F) Jhz(F)

Notons u® I'image de 6; — 1 dans u. On a alors u = u; ® u®. On a fixé une mesure sur
u(F) et on suppose que cette mesure est produit d’une mesure sur uz(F') et d'une mesure
sur u(F). Soit U*(F) = exp(u®(F)) que 'on munit de la mesure image par 'exponentielle
(signalons qu’en général, il ne s’agit pas d'un sous-groupe de U(F')). Pour h € H(F) et
X ew,on a

hg fE(Feaxp(X)) = ha £(Feap( X )uv)E (uv)dudv
Freapx = [ feapXme)

Pour v € Uz(F), l'application U? — Uz\U, v — nglmp(x)u(v’l)v est un isomorphisme de
variétés algébriques et le morphisme sur les F-points a un jacobien constant de valeur |det(1—
Qgelw( X)u)u/ui | . Par une propriété des bons voisinages, ce jacobien est aussi la valeur absolue
du déterminant de 1 — 60 ! agissant sur u/u;. Notons d(Z) ce jacobien. Remarquons que

I'image de I'application précédente est incluse dans Ker £&. On a alors

' fé(zeap(X)) = d(z) [

/ vhd f(Feap(X)u)é (u)dudv
Us(F\U(F) JUz(F)

L’application uz(F') — Uz(F), N — exp(—X)exp(X + N) est un isomorphisme de jaco-
bien constant égale a 1. On en déduit 1’égalité

b e (Feap(X)) = d() / s FE (X )dv

Uz (F)\U(F)
D’ou

(0, . g) = D" (#)d(2) / J50(6, F, vhg)dhdy
Uz(F)Hz(F)\U(F)H(F)
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Puis Jy (O, f) = D*(2)d(2)Jz,.n(©, f). Il ne nous reste plus qu’a déterminer la valeur de
d(z).

Définissons les sous-espaces suivants de u
={Neu, NV)=0et N(V")CV"} et us ={N €u; N(V")CV'}

Ces deux sous-espaces sont stables par 0z et on a u = u; @ uy. On note u; ; et us ; les noyaux
de 0z — 1 dans u; et u, respectivement.
— Caleul de |det(1 — 05 ") ju - |F- Lespace uyp est inclus dans gl(V”). Sur cet espace 0
n’est autre que 'application qui & X associe 'opposé de 1'adjoint de X pour la forme
hermitienne . On a par conséquent 02 = Id. Notons uj le sous-espace de u; sur

lequel 67 = —Id. On a alors |det(1 — 0;")juy juy 2| P = |2|dm(ul Soit n € E un élément
non nul de trace nulle. L’application N +— n/N est alors un isomorphisme entre u ;
et uf. On en déduit que dim(uf) = dim(u;)/2. Or, un calcul indolore nous donne que
dim(uy) = 4r? + 2r + 4rdim(W"). On en déduit que

(6) |det(1—0;" s fur 2 [P = |2|2r +r+2rdim(W")
— Calcul de |det(1 — 071)|u2/um|p. Posons 3 = {N € us; N(V") = 0} et uy = {N €

xT

uy; N(V') = 0}. On a alors uy = uz @ uy, 0z(u3) = uy et 0z(uy) = uz. On en déduit que
det(l - 9;1>|u2/u2,i = det(l - 9;2>|u3/u3,5;

oll uz; désigne le noyau de 1 — 6; dans uz. Notons Z, le sous-espace de V' engendré

par les z;, i = 1,...,7. On a alors un isomophisme naturel us ~ Homg(V', Z,). Via

cet isomorphisme, I'action de 62 sur ug est donné par X + X o z7!. On a donc un
T

isomorphisme de F[f%]-modules uz ~ @ V' ou l'action de 62 sur le deuxiéme espace
i=1

! sur chaque facteur. On en déduit que

est donné par 'action de x~

(7) |det(1 = 03 o fun s |l p = IN(det(1 — @) )|l = A@)"

xT

) et (7), on tire I’égalité d(Z) = |2|2T o 2rdim(W )A( )". On vérifie facilement

Des relations (6
que D (7)d(7) = C(), cf lemme 2.1.1, d’ott la premiére assertion de I’énoncé.

Pour I € Tz, notons T[ I'unique élément de T tel que 17y = I. Pour Tl, Tg € T, posons

W(Ty,Ty) = {h € H(F); hTyh ' = T} /(Ty(F) x Ul )(F))

Les propriétés suivantes se montrent exactement de la méme maniére que les propriétés

(2)a(5):
(8) Soient T € T et £ € Ty(F) tel que c; HC t) # 0 alors
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te U w(Zexp(i(F) Nw))w ™!
IeT; U)EW(T],T)

(9) Soient T € T, I, € T; et w; € W(T;,,T) pour i = 1,2. Alors les ensembles
w;(Zexp(i;(F) Nw))w;*, i = 1,2, sont disjoints ou confondus et s’ils sont confondus on
a [1 = [2.

(10) Soient T € T, I € T et wy € W(Ty,T). Alors le nombre d’éléments wy € W (1T, T)
tels que

wy(Zeap(i(F) Nw))wy ' = ws(Zeap(i(F) Nw))wy
est ¢gal a |W (Hz, I)|.

(11) Pour tout I € T;, il existe un unique T € T tel que W(Ty,T) # 0 et pour ce T, on
o [W (17, T)| = [W(H,T)]|.

Les points (8) a (11) permettent de transformer I'expression initiale de Jyeom (O, f) et
d’obtenir 'égalité

3 ] e im(W/ )—( ¢£m
(12) Jyeon(®. ) = D205 Y i 5
1€T3
fin €0,7.0(X)¢f 5., (X) DM (X) 2D (X) V2 A (Teap(X))*H2dX

s—0t i(F)

Soit I € Tz. Pour tout X € w, on a ![(Zexp(X))] 'zerp(X) = zexp(2X), d'ou

2dim(W")—2dim(W}!

Alzerp(X)) = |2/ YA(X0A)
pour presque tout X € wNi(F). Puisque dim(Wr,) + dim(W7.) = m et lim A(Z)® = 1, on

5—0
déduit facilement de (12) la deuxiéme égalité de I’énoncé B

3.7 Premiére transformation de J;, x(0, f)

D’aprés la proposition précédente, on est ramené a montrer 1’égalité

]\}l_rgo Ji‘,w,N(®7 JE) = Jj},w,geom(@u f~)

On a des décompositions en produits Gz = G4G% et Hz = HYH’. Les groupes G et HY
sont les groupes unitaires des espaces hermitiens (V”, %) et (W”,Z) respectivement. Pour
X € bz(F) = bL(F) ® bi(F) (resp. X € gz(F) = g5(F) & g4(F)) on notera X = X' + X"
I'unique écriture de X avec X' € b5 (F) et X" € B2(F) (resp. X' € gi(F) et X" € gii(F)).
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Quitte a rétrécir w, on peut supposer que Oz, est combinaison linéaire sur w de transformées
de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes. D’aprés "la conjecture de Howe", ©; ,, est alors
aussi combinaison linéaire de fonctions ;7 (Y,.) pour des éléments Y € bz ,.,(F') génériques.
Par linéarité de 1’égalité que l'on cherche & montrer, on peut donc supposer qu’il existe
S e p?,..(F) de noyau nul dans W” et un quasi-caractére jg de bl (F) tels que

T,reg

Oz (X) = js(X')j" (S, X")
pour presque tout X € w N hz(F). On a alors pour tout g € G(F),

~ N

J5.0(0, f.g9) = / Js(X)j1 (S, X" fz (X)dX"dX
bz (F)xhZ (F)

Appliquons la formule d’intégration de Weyl a I'intégrale sur h%(F). On obtient alors
pour N > 0,

Trun(®.f) = 3 WL [ Ge(xX)DMX)

I'eT(HY) v(F)

/ / ng(S, X/I)gféw(XI + X”)dX”/iN(g)dng/
I'(F)YHZ (F)Uz(F)\G(F) Y7 (F)
Le terme intérieur peut se réécrire

~

/ / / ]H%/(S, X”)g”gﬁ,if,w(X' + X”)dX”KJN(g”g)dg”dg
I'(F)GL(F)\G(F) J H (F)Uz(F)\GZ(F) Jb5(F)

D’aprés 7.4 [B], on peut exprimer differemment les deux intégrales intérieures de cette
expression. Pour retouver les notations de cette référence, on pose ¢(X") =9 fz (X' + X"),
K'(g") = kn(g"g), 0" = j:(S,.), v; = zy pour i = 0,...,r et v_; = z_;/((—=1)"2v) pour

1=1,...,r. On doit aussi fixer des constantes & € F'* vérifiant
r—1 r—1

E Uip1 = E & < Tv_j_q,uv; >
i=—r =0

pour tout u € Uz(F). Dans la section 7 de |B], il est défini des éléments = et X. L’¢lément
= € gi(F) est défini ainsi : il annule W” et vérifie E(v;41) = &u; pour @ = 0,...,7 — 1,
Evg = —2v€yu_y et Zv_; = —&uv_;—y pour i = 1,...,7 — 1. Le sous-espace X de g7 est défini
comme P'orthogonal de h% @ uz. Soit I” € T(G%). On note i”(F)® I'ensemble des éléments de
i”(F) dont la classe de conjugaison par G%(F') coupe = + S + X. Comme en 7.3 [B], on peut
fixer :

— Deux fonctions localement analytiques X” € i”(F)% — yxn € GL(F) et X" € i"(F)° —
X{ € 2+ S+ % vérifiant X = vy, X"yx» pour tout X” € i"(F)%;
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— Une fonction polynomiale non nulle Qg sur i"(F')

telles que pour tout compact wy» C {i"(F), il existe a € F* et ¢ > 0 vérifiant
~ aQs(X")R" C Rxy,, Ca 'R" ot onaposé R = RNV" et Ry, = EBflo_l XY,
~ () < (1 + log [DEE(XM))

pour tout X” € i"(F)® Nwr. On peut maintenant appliquer 7.4 [B] & nos deux intégrales
intérieures. On obtient 1’égalité

1) Jrun®F) = 3 vAw) WG DI [ Js(X') DO (X") DO (X ")/

IeT(Gz) V(F)xi"(F)S

/ 9fE (X )k xo(9)dgd X" d X
I'(F) A (P\G(F)

ol on a noté gf%w la transformée de Fourier de gfiw par rapport & X” € gZ(F) et on a posé
exvserlg) =v(Am) [ w(rhag)da
Ay (F)
Fixons [ = I'I" € T(Gz). On a le lemme suivant dont la démonstration est tout a fait

analogue a celle de 8.1.1 [B]

Lemme 3.7.1 Soit wy» Ci"(F) un sous-ensemble compact. Il existe un entier k € N tel que

knxn(g) << N*(L+ |log DY=(X"))*(1 + [log |Qs(X") r|) o (9)"
pour tous N > 1, g€ G(F), X" € i"(F)’ Nwyn.
Pour € > 0, notons i(F)[> €] 'ensemble des X € i(F) tels que |det ad(X")gr/ir|r > e,

|det ad(X")gw|lr > € |Qs(X")|r > €. Soit i(F)[< € le complémentaire de i(F)[> €] dans
i(F).

Lemme 3.7.2 [l existe un entier b > 1 tel que

js(X") D% (X7) D (X2 / 97 (X))
I'(F)Ap (F)\G(F)

knxr(g)dgdX"dX << N

z(F)xi”(F)S [<N-Y]

pour tout N > 1.

Preuve : Considérons l'intégrale intérieure et décomposons la en une double intégrale
sur Gz(F)\G(F) et sur I'(F)Ap(F)\Gz(F). L'intégrale sur G;(F)\G(F') est localement

constante et d’aprés une propriété des bons voisinages, elle est a support compact. Il existe
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un sous-ensemble compact w; C i(F) tel que U'intégrale intérieure soit nulle pour X ¢ wy.
D’aprés ces deux remarques et le lemme 3.7.1, il existe un entier £ tel que notre expression
soit essentiellement majorée par

@ N[ 5(X")| D% (X) D% (")
V(F)xi” (F)S[<N~=b)nwy
Loy ST X0+ lfog DX + g 105X o) dod X
Y Z

ol p € C°(gz(F')) est une fonction & valeurs réelles positives et ot on a posé

or(g) = inf{o(tg); t € I'(F)Ap(F)}

D’apres le lemme 7.2.1 de [B| (qui est dit & Arthur), pour tout X € wy et pour tout g € Gz(F)
tels que p(g7'Xg) # 0 on a une majoration

o1(g) << (1 + llog D (X))

D’aprés Harish-Chandra les fonctions

X' = [js(X")| D% (X7)/2
et

X DG’E(X)W/ o9 ' Xg)dX
I'(F)Apn (F)\Gz(F)

sont localement bornées. Par conséquent, notre expression (2) est essentiellement majorée
par

Ve, (CFlag DX (Lt lag QX)) (L ag D% (X)X "0
i/ xi’ <N ~°|Nwr

Il est alors aisé de montrer que cette intégrale vérifie la majoration de I’énoncé pour b
assez grand W

3.8 Changement de fonction de troncature

Rappelons que 'on a fixé I = I'I"” € T(G3). Notons ]\th le commutant de A;» dans G.
Il contient I”"G'% et c’est un Levi tordu de G. On a Az, = Apr. Quitte & conjuguer I et 1",

on peut supposer que Mh est semi-standard. Soit Y € Ay, . tel que a(Y) > 0 pour tout
a € A. Pour P’ € P(M,,,), il existe un unique w € W¢ tel que w Py, = P’ et on pose alors
Yp = wY. Pour Q € P(Z\;[u), on définit Y;; comme le projeté sur ‘AMu de Yp/ pour n’importe
quel P’ € P(M,;,) vérifiant P' C Q. Pour g € G(F), on pose Y5(g) = Y5 — Hé(g) pour tout
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Qe P(Z\th) ol 5 désigne le parabolique tordu opposé a Q. La famille Y(g) = (YQ(Q))QeP(Mh)
est (G, My)-orthogonale et il existe ¢; > 0 tel que si

inf{o(mg); m e My(F)} < crinf{a(Y); a € A}
la famille Y(g) soit (G, My)-orthogonale positive. Supposons que ce soit le cas. On définit
alors 0 ( V(
Yala). Q € P

g)) comme la fonction caractéristique dans ‘AMu de I'enveloppe convexe des

Mu), et on pose

og.¥) = vldr) [ o (Hy, Vig))da

A (F)

On a le fait suivant

(1) Il existe c; > 0 et un sous-ensemble compact w; C i(F) tels que pour tous X € i(F)[>
N, g € G(F) vérifiant gfgw(X) # 0, on ait X € wy et

or(g) < colog(N)

En effet, on a vu lors de la preuve du lemme 3.7.2 qu’il existe un sous-ensemble compact
wr C i(F) tel que pour tous X et g comme précédemment, on ait X € w; et o7(g) <<
1+ [logD% (X)|. Or, pour X € wy Ni(F)[> N~], on a |logD% (X)| << log(N). D’ou (1).

Ceci permet de vérifier que le membre de droite de I'égalité ci-dessous est bien défini.
Proposition 3.8.1 [l existe un réel c3 > ca3/cy et un entier Ny > 1 tels que, si N = Ny et

inf{a(Y); a € A} > cs3log(N)

on ait l’égalité

(X nno(g)dg = [ " LX)l Y)dg

/II(F)A,,, (F)\G(F) I'(F) A (F)\G(F)

pour tout X € i'(F) x i"(F)%[> N7Y].

Preuve : Soit NV > 1 un entier. Posons

Xy = wyN{(F) xi"(F)[> N7
et

Qn ={g € G(F); a1(g) < c2log(N)}
Soient ¢3 > ¢y/cy et Y € Ay . vérifiant

inf{a(Y); a € A} > cs3log(N)
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Ainsi v(Y, g) est bien défini pour tout g € Q. On va montrer que ’égalité de I’énoncé est
vérifiée si N et c3 sont assez grands. Notons J(N, X) resp. J(Y, X) le membre de gauche resp.
de droite de I'égalité de I’énoncé. D’aprés la remarque (1), il suffit de montrer ’égalité pour
X € Xy et on peut restreindre les intégrales a I'(F) A (F)\Qy. Soit Z € Ay, . vérifiant

min

inf{a(Z); a € A} = ca/c1log(N)
Pour tout g € Qp, on définit comme pour Y une (é’, {\;[u)—famille orthogonale positive
Z(9) = (25(9)) gep(in,)- Pour Q = LUy € F(M,), notons a]%h(., Z(g)) la fonction caractéris-
tique dans AMu de la somme de Aj et de I'enveloppe convexe des Z(g)p pour P’ € P(My)

tel que P’ C Q. On note aussi 7o la fonction caractéristique de AA% S) "45 dans AMu' On a
Iégalité

> 0% (A Z@)rh -~ Zla)g) = 1
QeF (M)
pour tout \ € AMu' On a par conséquent pour tous g € Qy, X € Xy,

@) vgY)= 3 w(QY.g)

QEF(My)

ou on a posé

0(Q,Y, 9) = v(Am) / " 0, (Hy1,(0), (9))0, (Hyg (@), 2(9)) o Hyy (@) = Z(9)g)da
et

(O, 9) = v(Am) / 0ol (Hiy (@), 2(0))75(Hy o) ~ Z(g)g)da

Les fonctions sy x#(Q,.) et v(Q,Y,.) sont invariantes a gauche par I'(F)A(F). Par
conséquent, on peut décomposer J(Y, X) et J(N,X) suivant les égalités (2) et (3). On
obtient

JY,X)= > JQY,X)
QEF(My)
JIN,X)= > J(@QN,X)

QeF(My)
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avec une définition plus ou moins évidente des termes .J (@, Y, X) et J (Q, N, X). Montrons
le fait suivant

(4) Si Z vérifie les inégalités

sula(2); ae ) < { e €8]

ona J(G,Y,X)=J(G,N,X) pour tout X € Xy et pour N assez grand.

La premiére inégalité entraine que I'enveloppe convexe des Z(g)g, Qe P(Z\th), est in-
clus dans I'enveloppe convexe des Y (g)g, @ € P(My), pour tout g € Qy. Par conséquent
v(G,Y,g) = v(g,Z) pour tout g € Qy.

Il existe ¢ > 0 tel que o(g) < ¢N entraine ky(g) = 1 pour tout g € G(F). Pour X € Xy, on

a o(yxn) << log(N). D’aprés la deuxiéme inégalité, pour a € A (F) et g € Qy, 'égalité

UAG;Ih(HMh(a),Z(g)) = 1 entraine o(ag) << log(N)? donc entraine aussi xy(yyvag) = 1 si

N est assez grand. On a donc aussi pour N assez grand /{MXH(G,g) = v(g, Z) pour tous
g € Qn, X € Xy. On en déduit (4).

Fixons a présent Q = iUQ e F (Mu), Q # G. Etablissons la propriété suivante
(5) Il existe ¢4 > 0 tel que si

inf{a(Z); o € A} > cylog(N)
et si c3 et N sont assez grands alors J(Q, N, X) = J(Q,Y, X) = 0 pour tout X € Xy.
Remarquons tout d’abord que les points (4) et (5) entrainent la proposition : pour cz
assez grand on peut trouver un Z qui vérifie les inégalités (4) et (5). En sommant alors les

égalités J(Q, N, X) = J(Q,Y, X) pour Q € F(M,), on obtient le résultat voulu.
On a les égalités

J(Q,N, X) = / / / R (X)knxe (Q, Tlk)dudg(1)dldk
K JI'(F)Ap (F)\L(F) J Ug(F)

:// / R FE L(X)0(Q, Y, ulk)dudg (1)dldk
K JI'(F) A (FNL(F) JUz(F)

Il existe ¢ > 0 tel que pour u € Ug(F), I € L(F) et k € K vérifiant ulk € Qy, on ait

o(u),or(l), or(ulk) < clog(N). Supposons que pour de tels éléments on ait xy x(Q,ulk) =
KN X//(Q k) pour tout X € Xy et U(Q Y, ulk) = U(Q Y, k). Alors il apparait dans les deux
intégrales précédentes l'intégrale intérieure
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[
Ug(F)

qui est nulle d’aprés [W3| lemme 5.5(i) : ¢’est ici que l'on utilise I'hypothése que f est tres
cuspidale. 11 suffit donc pour établir (5), de montrer la propriété suivante.

(6) Soit ¢ > 0, il existe ¢y > 0 tel que si

inf{a(Z); a € A} > cylog(N)

et si c3 et N sont assez grands alors /{N,X//(Q,ﬂg) = /{vin(Q,g) et v(Q,Y,ug) = v(Q,Y,g)
pour tout X € Xy et pour tous u € Uz(F), g € G(F) vérifiant o (%), 0(g), o(ug) < clog(N).

Fixons ¢4 > 0 et montrons que (6) est vérifié si ¢y, c3 et N sont assez grands. Pour c3 et
cq assez grands toutes les (G, M;)-familles orthogonales (7'5) PreP(i,) qui apparaissent par

la suite vérifient la propriété suivante : pour tout P’ € P(M;), on a Ts € A}g,. Montrons

d’abord D'assertion sur la fonction v(Q,Y,.). Soit g € G(F) tel que o(g) < clog(N). Par
définition on a

v(Q,Y,9) = V(Az//)/A " o (Hm(a)y(g))aﬁh(Hm(a),Z(Q))T@(Hm(a) — Z(9)g)da

Les fonctions O]?;fu(" Z(g)) et 75(. — Z(g)g) ne dépendent que de Z(g) s pour P’ € P(M,)
vérifiant P’ C Q. Par conséquent, elles sont invariantes par translation a gauche de g par
Ug(F). De plus, pour A € Ay, vérifiant UJ\Q?Ih()" Z(~g))TQ()\—Z(g)Q) =1, il existe P' € P(M),
P C @ tel que X € A;,. Or, la restriction de a%ﬁ(., V(g)) a A}; ne dépend que de Y (g)p
donc est aussi invariante par translation a gauche de g par Uz(F'). Cela établit le résultat
pour v(Q, Y, .).

Montrons maintenant (6) pour £y x~(@,.). La fonction

903 (. Z(@)7a(. — Z(9)g)

définie pour o(g) < clog(N) est toujours invariante a gauche par Ug(F'). Soit ¢ > 0. Pour

¢4 assez grand 'égalité Uf%u()\’ Z(9))1o(A = Z(g)g) = 1, A € Ay, entraine a(A) > log(N)
pour toute racine o de Ay dans ug. Le résultat est alors une conséquence du lemme suivant

Lemme 3.8.1 Soit ¢ > 0, il existe un entier Ny > 1 et ¢ > 0 tels que pour tousu € UQ(F),

g € G(F) vérifiant 0(u),o(g),0(ug) < clog(N), pour tout a € Ay vérifiant a(Hy (a)) 2
dlog(N) pour toute racine o de A dans ug et pour tout N > Ny, on ait I’égalité
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v (Vxrag) = kx(Yxratig)

pour tout X € Xy.

Preuve : Pour x un réel quelconque, on pose 7%, = ﬂg(x) ot E(x) désigne la partie entiére
de z. Il existe un réel C' > 0 qui vérifie les conditions suivantes

1. w Ca(g R C gR C 7 “) R pour tout g € G(F)

2. cr( vx7) < Clog(N) pour tout N > 2 et pour tout X € Xy

3. X!'R C 7° R pour tout X” € w; Ni"(F)* et pour tout i =0,...,d" —1

4. ngog(N)R” C Rxy,., pour tout N > 2 et pour tout X € Xy

5. i RCR'OR ou R =RNV'

6. 7GR’ C R"™ Cm;°R" on R = 27'R"".
Pour les conditions 2, 3 et 4 on utilise les propriétés des applications X" — yx» et X" — X
rappelées en 3.7. Fixons N; > 2 un entier et ¢ > 0 et montrons que la conclusion du lemme
est vérifiée si Ny et ¢ sont assez grands. Considérons des éléments a,w, g, N et X comme

dans le lemme. Supposons que xy(yxrag) = 1 et montrons que xy(yynatig) = 1 (cela suffit
a montrer le lemme : il suffit de changer g en g et % en T~! pour obtenir autre inégalité).

_ _ . . 1 —N—(c+C)Clog(N
On a alors a 'yxnz, € WENg(R) ce qui entraine VX}/a Yxnz, € mg (e+C)Clog(N) B Comme

—~N—(c+C)Clog(N)—
X = y5n X" yxn commute & yynayxn, onaygna” fyXuRXu 2 CTg (e+O)CloaN)=C b oy

’YX//a/ ’YX”R C 7TEN (C+C+1)ClOg(N R”

Puisque yynva'yx» € G%, on a aussi

7TN-l—(c—i—C'—l—1)C’log(N)-l—C’ R

-1 -1 1%
E C ’Yx//a /YX”R

On en déduit que

(7) Wg+(c+3C+I)Clog(N +4CR Ca 1R cx fN (c+3C+1)Clog(N)— 2CR

Soit C’ > 0. Si ¢ est assez grand, on a (au 'a~! — Id)R C 75 " R. Combiné a (7), cela
entraine
9 a yxnz — g u o yxnz € TR
si C' est assez grand. Par conséquent, on a aussi
(8) g 'uw 'atyxnz € VR

si ¢’ est assez grand. De plus, d’aprés (7) si Ny est assez grand on a

9) mNRcgutatyxnRC ™R
Par définition de ky, (8) et (9) entrainent ky(yyratig) = 1. D’oit le résultat B
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Proposition 3.8.2 [] existe un entier Ng > 1 tel que, pour tout N > Ny et tout X €
({(F) x "(F)%)[> N7, on ait I’égalité

o7 0si Ap # {1}
f%w(X)/{Mxn(g)dg = { ,/(]/),/(AI,,)@ti (X) sinon

f?i‘7w

/1/(F)A,,, (F)\G(F)

Preuve : D’aprés la proposition 3.8.1, on peut en tout cas remplacer ky, x»(g) par v(g,Y)
pour Y € Ay, .. vérifiant une minoration

inf{a(Y); ae A} >>log(N)
Soit R C Ay

i, ® Q un Z-réseau. Notons R I'ensemble des éléments A € Aj,
tels que A({) € 27Z pour tout ¢ € R. Alors d’aprés le lemme 4.7 de [W4], il existe un
sous-ensemble fini & C @A}, /iRY, un entier M > 1 ainsi qu'une famille de fonctions
g+ cr(Ak,g) pour A € E et 0 < k < M telles que, pour tout g € G(F) et pour tout
Y € R vérifiant une majoration a(Y) >> o(g) pour tout a € A, on ait 1'égalité

v(g, V)= > cr(Ak g)erIYF

AEE, 0<k<M

Les fonctions Y+ e*M)Y* ke N, A € iA},  /iRY sont linéairement indépendantes sur le
cone {Y € R: o(g9) < cia(Y) Va € A}. Puisque l'intégrale que l'on considére ne dépend
pas de Y on peut aussi bien remplacer la fonction v(g,Y’) par le terme constant ¢z (0,0, g).
On peut bien siir appliquer ce qui précéde au réseau %R pour tout £ € N*. Toujours d’apres
le lemme 4.7 de [W4], on a une inégalité

le1(0,0,9) = (1) vy, (9)] << k™ lor(g)"™"

pour tout g € G(F) et pour tout k € N*. Puisque l'intégrale
/ 19 f2.(X) o1 (9) e dg
I'(F)An (FO\G(F)

est convergente, on obtient par passage a la limite ’égalité

97 () xo(g)dg = (—1) / 97t (X (9)dg

/1’(F)A1~(F)\G(F) I'(F)Apn (F)\G(F)

Si Ap # {1}, cette derniére intégrale vaut 0 d’aprés [W3| 1.8(2), sinon d’aprés la pro-
position 1.8 de [W3|, elle vaut V(I)mes(I(F)/I’(F)AIu(F))@i;jW(X). I ne reste plus qu’a
vérifier I'égalité v(I)mes(I(F)/I'(F)Apm(F)) = v(I')v(Ap») pour obtenir le résultat B
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3.9 Preuve du théoréme 3.5.1

D’aprés 1'égalité 3.7(1), le lemme 3.7.2 et la proposition 3.8.2, JN757W(@,f) admet une
limite lorsque N tend vers l'infini et cette limite vaut

Kewl® )= 3 WGP [ G0 D) D ()
()T (HE)X T(G) Y

ef  (X)dX"dX'

ﬁ..
f7i.7w
La fonction © i €St un quasi-caracteére de g;z(F') a support dans w = w’ x w”. Un tel quasi-

caractére se décompose comme combinaison linéaire de produits d’'un quasi-caractére sur w’
et d'un quasi-caractére sur w”. On a donc

S IR
beB
pour tout X € gz(F') on @} . @/f,'b sont des quasi-caractéres dans w’ et w” respectivement.
Rappelons que l'on a supposé O(X) = js(X');%7 (S, X") pour tout X € w. Posons @' = jg
et ©” = 777(S,.). On a alors

K:(0,f) =) LK}

beB

ol on a posé

Bi= > wIWGLIT [ DEX)E (X)), (X)X
I'eTo(HL) V()
et

Kl/;l _ Z |W(Gg, [//)‘71 /, . DGi (X/I)1/26;7b(X/I)dX/I
I"eT(GY) )

D’apres la section 3.6, on a aussi

Jgeomxw @ f Zjb

beB

ou
Jél _ Z |W H// [// li:,(§l+ Conr (X”)C@/fi b<X//)DHg (X//)1/2DG;/ (X//>1/2A//<X//)371/2dX//
Ie7” § i"(F) ’

D’aprés le lemme 9.1.1 et le théoréme 5.5.1 de [B], alliés a la proposition 6.4 de [W1], on
a J; = K. D’ou l'égalité K; (O, f) Jgeom.z.w (0O, f)
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4 Entrelacements tempérés et facteurs e

Pour ¢ € Z, on définit U(F). comme le sous-groupe constitué des éléments u € U(F)
qui vérifient valg(< uz;, 27, >) = —c pour i = —r,...,r — 1. Soient (7, E;) € Temp(G) et
(0,FE,) € Temp(H). Pour e, e’ € E, ¢, € E, et ¢ € Z, on pose

Lroeld @ e®e)= / (o(h)e, €e)(e, m(hu)e)(u)dudh

H(F)U(F)e

C’est une expression absolument convergente et elle ne dépend pas de ¢ pour ¢ assez grand

(cf 5.1 [W3]). Posons

L., @€ ee)=1lim L, ,.( ®e exe)

c—00

pour tous e, e’ € E et €,¢ € E,. C’est une forme sesquilinéaire symétrique sur E, ® E, et
on vérifie facilement que 'on a

L.o(0(h)e @€ exm(hu)e) =E&(u)Lry(€ @€ exe)

pour tous e, € € E, ¢, € E,, h € H(F) et w € U(F). Définissons Homp¢(m, o) comme
I'espace des homomorphismes ¢ : E, — E, vérifiant ¢ o 7(hu) = &(u)o(h) o £ pour tout
h € H(F) et pour tout u € U(F'). D’aprés [AGRS]| théoréme 1 et [GGP| théoréme 15.1, cet
espace est de dimension au plus 1. Par conséquent, il existe £ € Homp¢(m,0) et C € C tels
que

Lo @€ exe)=C(,l(e))(l(e),€)

pour tous e, e’ € E, et €, € E,.

Fixons une base (v;)i=1,..
Um4i = Zrg1—; pour ¢ = 1,...,2r + 1. On identifie ainsi G & Rp/rGLy et H & Rp/pGLy,.
Rappelons que I'on avait noté B, le sous-groupe de Borel standard de Rg/pG L4 et Uy son
radical unipotent. Soient By le sous-groupe de Borel opposé & B, et U, son radical unipotent.
Pour h,k,l € N, h < k <[ < d, on note U;%k,l le sous-groupe de U, consitué des éléments
u € Uy tels que pour 4,5 = 1,...,d, i # j, U;; n'est non nul que si (7,7) appartient au
rectangle 1 < 7 < h k < i < [. Fixons des modéles de Whittaker ¢ et ¢’ de 7 et o comme en
2.2. Pour € € E,, on définit W, : H(F') — C par

.....

We(h) = ¢'(a(h)e)
On définit de méme W, pour e € E.. Pour e € E et € € E,, on pose

Los(ee) = / / T ()W, () |det(R)| =" dhda
U (F) JUm (F)\H(F)

Um,m+1,m+'r

On a alors
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Proposition 4.0.1 1. L’expression ci-dessus est absolument convergente.

2. Il existe C' > 0 tel que, pour tous e,e’ € E. et e, ¢ € E,, on ait

L., @€ e®e)=CLy,(€,€)Lro(e¢€)
3. Les formes sesquilinéaires L, , et L , sont non nulles.

C’est le contenu des lemmes 5.3 et 5.4 de [W3]. On en déduit en particulier que
Homp¢(m, o) # {0}. On aura aussi besoin du lemme 5.6 de [W3] dont on rappelle ici I’énoncé.

Lemme 4.0.1 Soit Q = LUg un sous-groupe parabolique de G et 7 € Temp(L). Pour tout
A€ A p, on réalise my = ig(T,\) sur l’espace commun IC%T. Cet espace est muni d’un produit
scalaire qui est invariant par 7y pour tout X. Soit aussi o € Temp(H ).

1. Soiente, e € K§ ., et e,€ € E,. La fonction X\ — Ly, (€ @€ e®@e) est C suriAj p.

2. 1l existe des familles finies (€;)j=1,..n, (€)j=1,..ns (©j)j=1,..n, OU€; € By, € € ICgJ et
@; € C(iA} 1) pour tout j, de sorte que

D 0l Lm0l @ ey 65 @e;) =1
j=1
pour tout X € iAj p.

4.1 Apparition des facteurs ¢

Proposition 4.1.1 Soient © € Temp(G) et & € Temp(H). On a [’égalité
L., @7(g)e,0()exe)=¢,(7",0)Lr,( @€, exe)
pour tous e, e’ € Ey, €, € E, et pour tout §j € H(F).

Preuve : Puisque I'on a L, ,(¢ @7 (h)e’,o(h)e®e) = L, ,(€ ®€', e®e) pour tout h € H(F),
il suffit de montrer le résultat pour y = 6,,. D’apreés la proposition 4.0.1, il suffit de montrer
que

L o(6(0)e, 7(0)e) = €,(TV,0)Lry(€, €)
pour tous e € E, et € € E,. Soit v € G(F) tel que 0,, = 047y. On a alors

Lr o (0(Om)e, 7(0m)e) = / We(Ju! (h) T YW (o (h°) T 1)

Um,m+1,m+r(F) /[Jm(F)\H(F)
|det(h)| 5" dhdu

Aprés les changements de variables h +— h¢ et u — u®, on retrouve une expression qui est
calculée en 5.5 [W3]. Le résultat est que
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Ly o(6(0m)e, T(0m)e) = w(a, Y)w(r, P)wo ((—1) 4 12)wr (2)e(T x 7, V)L o(€,€)

ot z = (—=1)+HD/2A2y et o = (—1)H1+1d+1D/22, Pour obtenir le résultat, il reste a vérifier
que

(1) w(a,Y)w (T, V)ws((—1)412)w, (2 )e(m x 7,9) = €,(7V,7)
Puisque 7 est tempérée donc unitaire, on a T ~ 7. D’aprés le 1. de la proposition 2.5.1,
on a donc

e(mV x 0,9) = €(T X 7,907) = we(—1)"wo(—1)%(1 x 7, 1))

. ~ L, . . . =V ~ N
Puisque 7 est tempérée donc unitaire, on a 7 ~ 7. D’aprés 2.2(1), on a donc

22V =V _ _ ~

w(@, ) = w(@, 7)) = we(=1)" (7, 9)
Comme 7 ~ 7V o ¢, le caractére w; est trivial sur N(E*), donc w? npx = 1. Alors I'égalite (1)
est équivalente a

wo<<_1)2d71+r+[(m+1)/2} 2y>wﬂ<<_1)m+r+d+[(d+1)/2}2y) _ wo((—1)1+[d/2]2u)wﬂ((—1)[m/2]21/)

identité qu’il est facile de vérifier Il

5 Le développement spectral

On conserve la situation et les notations fixées en 3.1. On fixe une base (v;);—1,...,
est aussi une base de R comme Og-réseau et on prend pour Levi tordu minimal Mmm = Td

5.1 La formule

Posons

Topee(©, [) = D (=02 [WHWE™ Y (1A, AL

Lecé Oe{ll; (L)}
24O i, (7,6) [ ¢, P

ol pour toute orbite @ € {II;(L)}, on a fixé un point base j € O.

Théoréme 5.1.1 On a

lim JN(@ f) — Jspec(@&7 f)

N—oo
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5.2 Utilisation de la formule de Plancherel
Fixons § € H(F). On définit f € C=(G(F)) par f(g) = f(g7). Soit g € G(F). Fixons un

sous-groupe ouvert et distingué Ky de K tel que f soit biinvariante par Ky et un sous-groupe
compact ouvert K| C H(F) tel que gKg~" C Ky et 03(9) K 03(9)~" C K. Fixons aussi une

. Kl . . K/
base orthonormée B, ¢ de 'espace des invariants F, ?. On a alors

J(©s, f,9) = /H . O3 (hy) /U . Flg huby(g))€ (u)dudh
Z /H(F o (e,5(hg)e) f(g~ " huby(g))& (u)dudh

La formule de Plancherel telle que rappelée en 1.7 [B], appliquée a f, s’écrit

flo)= > IWHIW™ Y folg)

LeL(Ay) Oe{ll2(L)}
o fo € S(G(F)) est définie par

folg) = [iAS - iAL ]! /,4 m(7)Tr(iG(Ta, g~ )ig(Ta, f))dA

; *
YALF

(on a comme toujours fixé un point base 7 € O et un parabolique @ € P(L)). On en déduit
que

(1) SO F0)= 3 IWHW 33 el o)

LeL(Ag) Oe{llz (L)} cen” Kg

ol on a posé

Toole f.9) = /H e 5D ol (g€

On justifie la manipulation formelle ayant permis d’obtenir (1) par I’absolue convergence de
Jrol(e f,g) : puisque fo € S(G(F)), il suffit de montrer la convergence de l'intégrale

/ =8 (h)2%(hu)o (hu)~*dudh
(F)U(F)

pour un entier d assez grand. Cela découle de la proposition 11.4.5 ce [W5] et de 4.1(3) [W3].
Fixons L € L(Ay), O € {IIy(L)}.

(2) 1l existe un entier ¢y > 0 tel que l'on ait I’égalité

Folg™ ubly(g))€ (u)du = / Folg™ huby(g))€ (u)du

U(F) U(F)e
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pour tout ¢ > ¢g, pour tout h € H(F') et pour tout g € M(F)K.

La fonction fo est biinvariante par K. Posons K4 = A(F) N Ky N 0;(Ky). Puisque Ky
est distingué dans K, que A commute & M et que 6;(M) = M, on a pour tout a € K4
Iégalité

folg " huby(9))€(u)du = folg™ haua™"05(g))& (u)du
U(F) U(F)

D’ou

mes(Ka) Jur folg™ huby(g)) - ¢(aua™t)dadu

[ folg™ huty(g))é(u)du -
U(F)
Or, il existe un entier ¢q = 0 tel que pour u € U(F) — U(F),,, on ait

¢(aua™")da = 0

Ky

On en déduit (2).

Fixons une base orthonormée Bgf de (K§)*/. On a l'égalité
Jold) = it i)™ 3 [ (e m(D)eli
eEB

pour tout ¢’ € G(F), ot on a posé my = i$(7y). De (2) et de I'égalité précédente, Von déduit

Jrole, f,g) = [ilAS AL 78 > (€, 5(hg)e)
e /H(F YU(F)e

eeo

/A m(7y) (ma(huby(g))e, ma(g)mr(f)e) dAE(u)dudh

; *
VAL F

pour tout ¢ > ¢g, pour tout € € Bf; et pour tout g € M(F)K. A g € M(F)K fixé, on a une
majoration |(my(hub;(g))e, ma(g)ma(f)e)| << Z(hu) pour tous A, h, u, e € Bgf. D’apreés
4.1(3) W3], I'expression ci-dessus est absolument convergente. Cela justifie la permutation
de la somme et de l'intégrale et permet aussi d’intervertir les deux intégrales intérieures.
Aprés les changements de variables h — h™! et u +— hu=th™!, on obtient

JL(9< f g) [Z_AV ZALF Z / /H(F)U(F) (J(h)e,&(gj)e)
eeB ‘

(m2(85(9) e, a(hug)ma(f)e) E(uw)dudhdX
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On reconnait I'intégrale intérieure : c’est Ly, .. (e @ mA(05(g))e, 0(7)e @ mr(g)mr(f)e). Quitte
a augmenter cg, c’est aussi Ly, o (€ ® mA(05(g))e, 7(7)e @ mr(g)ma(f)e). Fixons A € iA] 1 en
position générale. Alors la représentation m, est irréductible et on peut trouver un homo-
morphisme () € Homp¢(my, o) et une constante C € C de sorte que 'on ait I'égalité

L, o(€1®e1,6 @ er) = Ch(er, lr(ea))(lr(er), €2)

pour tous €1,€5 € E,, e1,e9 € ICgﬁ. On a alors

Z Lo, o (€@m\(05(9))e, a(7)e @ ma(g)ma(f)e)

K/
ecB,?

= > Ca (e, ba(malg)ma(f)e)) (a(ma(05(g))e), 5(7)e)
ceBX

Puisque £x(mx(g)mA(f)e) est invariante par K, on a

O (ma(g)ma(f)e) = Z (e, Ex(ma(g)ma(f)e)) €

On en déduit que

(3) Y Luyo (c®@m(b5(9))e, 3(9)e @ ma(g)ma(f)e) = Cx (a(ma(83(9))e), 5 (A (mr(9)ma(f)e))

K/
e€B, Y

Fixons des familles (¢;)j=1,..n, (€j)j=1,..n €t (€j)j=1,..n vérifiant le 2. du lemme 4.0.1. On a
alors

D Crpi (N5, e (aley), ) = 1
j=1
Multipliant cette égalité par (3), on obtient

Z Ly, o (e®@m\(05(9))e, a(7)e @ ma(g)ma(f)e)

6685é
=) CRoi(N) (e, ) (Uale)), €5) (a(ma(85(9))e), 5 () a(ma(g)ma(f)e))
j=1
Le produit d'un des facteurs C), du premier et du troisiéme produits scalaires est égal a

Lo, o065 @mA(05(9))e, a(G)r(mr(g)mr(f)e) @ e))

— /H(F)U(F) (a(h)ej, a(G)x(ma(g)ma(f)e)) (ma(0;(g))e, mr(hw)e;)E(u)dudh
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pour tout entier ¢ > 0 assez grand. Le produit du deuxiéme facteur Cy, de (¢x(e;),€;) et de
(o(h)ej, a(@)ex(ma(g)ma(f)e)) est égal a

Lm,o(&(h_l?j)_leg‘ ® €5, €5 & 7T)\(g)7'(')\(f)6)

= / (0 (05(h")h)es, (5)e;) (ej, ma(h'v' g)ma( f)e)E(u)du' db’
H(F)U(F),,

(&

pour tout entier ¢ > 0 assez grand. Posons

X)\,j,c,c’(ev g) = / / (U(h)ejv 6(:&)6]) (ﬂ-)\(eﬂ(h/u/g))ea ﬂ-)\(hu)ej)
H(F)YU(F). J H(F)U(F)
(ej, ma(h'u' g)mx(f)e) €(u)du'dh' dudh

Cette expression est absolument convergente d’aprés [W3] 4.1(4). Alors d’apreés ce qui précéde
et apres les changements de variables h — 0;(h/)"h et u +— h=10;(h')0;(w')~105(h') L hu, on
obtient 1’égalité

(4) Z Layo (€@ mA(5(9))e, a(g)e @ ma(g)ma(f)e)

6680
—Z% ) Xnjce(e, 9)

pour tous entiers ¢, ¢ > 0 assez grands. De la méme fagon que l'on a montré (2), on montre
qu’il existe un entier ¢y > 0 tel que 'égalité précédente soit vérifiée pour tout g € M(F)K,
pour tout A € i A} p, pour tout e € Bgf et pour tous entiers ¢, ¢ > ¢g. On fixe un tel entier
cp. Posons

Joo(On. Fog) = [1AS AL 3 ) / (7)) X (e, g) AN

eEBKf J=1

pour tout g € M(F)K et pour tous ¢, > ¢p. On vient donc de montrer

(5) Z Jrole. f,9) = J.o(Os, f,9)

K/
e€B, Y

pour tout g € M(F)K. Soit C' > 0. Pour N > 1 un entier, posons

Jronc(©s, f) = [iAG 1 i Z Z/

Ky j=1 'ALF

m(7x)o;( )/ 1,<ciog(n) (hu)
H(F)U(F)

e€B,

(o(h)e;, 5(5)¢;)E(w) / e ey (e g)dgdudha
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pour tout ¢ > ¢y. D’aprés (1) et (5), on a

J(®67f~79): Z |VI/L||VI/G|71 Z JL,O(@fﬂfug)
LeL(Ay) Oe{llx(L)}
pour tout g € M(F)K. Par définition, Jy (O, f) est Iintégrale de J(Os, f,9)kn(g) sur
H(F)U(F)\G(F), ou ce qui revient au méme lintégrale de J(O;, f, mk)ry(mk)dp(m)~?
sur H(F)\M(F) x K.

Proposition 5.2.1 1. L’expression Jion.c(Os, f) est absolument convergente.
2. Il existe C' > 0 tel que

| In(Os, f) — Z (WEWwe Z Jronc(©s, f)] << N7!

LeL(Ag) Oe{llz(L)}

pour tout N > 1.

Preuve : C'est la méme que celle du lemme 6.4 de [W2], en utilisant les majorations

4.1(5), (6) et (7) de [W3).

Dans la suite, on fixe un tel réel C, un Levi L € L(A,) et une orbite O € {II5(L)}.

5.3 Changement de fonction de troncature

Notons A l’ensemble des racines simples de Ay = A, dans uy et A les restrictions des
éléements de A a Az . L'ensemble A est en bijection avec I’ensemble des orbites de 6, dans

A. Notons o — (a) cette bijection. Pour o € A, on définit un poids wav par

1
WaVv = m Z wgv
pe(a)

ot n(a) désigne le cardinal de I'orbite (a) et les wpv € A} | sont les poids classiques. Fixons
0 > 0. Introduisons ’ensemble D constitué des Y € Ay, p ® Q vérifiant

— a(Y) = 0 pour tout @ € A;

—inf{a(Y); a € A} = dsup{a(Y); a € A}

Soit Y € D. On note ¢*(.,Y") la fonction caractéristique du sous-ensemble des ¢ € Ay,
vérifiant

— a(¢) =2 0 pour tout a € A;

— wav (Y —¢) = 0 pour tout o € A.
C’est un sous-ensemble compact modulo Ag. Définissons g — (g, Y) comme la fonction
caractéristique du sous-ensemble des élément g de G(F') qui s’écrivent g = kjaks avec ky, ko €

K et a € Ty(F) tel que ¢*(Hr,(a),Y) = 1. Soit f' € C*(G(F)) définie par f'(g) = f(gba)
pour tout g € G(F). Fixons un sous-groupe ouvert-compact Ky de G(F) tel que f’ soit
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.. . , K . . .
biinvariante par Ky et une base orthonormée Bof de ICGT. Fixons aussi une fonction ¢ €
C>=(iA; ) et deux éléments ¢, e” € K§ . Posons

®e, 9,9, A) = (maalg))e, malg))e) (€, ma(g)ma(f)e)

pour tout e € Bgf/, pour tous g,g" € G(F) et pour tout A € Aj . Posons aussi

o) = X [ [ mme)ee 0.0 v (o)ds
eBgf' YALF

e

e

av(g)= 3 / / m(m) (N (e, 9, s NdXi(g, Y )dg
SR o) i
(@)

pour tout ¢’ € G(F), pour tout entier N > 1 et pour tout Y € D.

Proposition 5.3.1 1. Les expressions ®n(g') et Py (g') convergent dans 'ordre d’inté-
gration ou elles ont été définies.

2. Pour tout 0 <mn < 1, 1l existe c; > 0 et co > 0 tels que

[Pn(g) — Py(g)| << N7

pour tout entier N = 1, pour tout ¢ € G(F) vérifiant o(g") < Clog(N) et pour tout
Y € D tel que

N < sup{a(Y); a € A} < N

Preuve : Il suffit de reprendre celle de la proposition 6.5 de [W3]. En effet, & part des
considérations valables pour tous les groupes tordus, la démonstration de [W3] n’utilise que
les faits particuliers suivants :

— La majoration 4.1(1) de [W3| qui est toujours valable ici car G(F) est le groupe des

FE-points d'un groupe linéaire.

— L’existence d’un réel ¢ > 0 tel que o(g) < ¢N entraine ky(g) = 1 pour tout g € G(F).

— L’injectivité de 'application Ag — Ag, X — X — 6(X)

|

5.4 Une approximation de ®y(g’)

Soit L' € £ tel que L C L et fixons S = L'U’ € P(L'). Notons Ag’eu I'ensemble des
éléments A\ € i A7 tel que ng 1(7x) s’étende en une représentation ellip~tique de I/(F). Pour
un tel élément, on fixe un prolongement unitaire p, de igﬂL,(T)\) a L'(F). Puisque 7, =
i&(7x) s’identifie a Pinduite normalisée de S” & G de py, I'on déduit de ce prolongement un

prolongement 7 de my a G (F). L’ensemble Ag,eu est stable par translation par i A} +iA%,.
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On suppose que nos choix ont été faits de sorte que pry,, = px pour tout x € iAX,F et
Prty = (Pr)y pour tout x € iA%,. Posons

o)= > (oY e

L'ecl;Lcr NEAE 1/ GAY, ptiAs,)

/A T (02)€" T (9)€)TC (s Do (A + X)dx

S Ak
L' F

Proposition 5.4.1 Pour tout réel R > 1, il existe un entier k > 0 tel que l'on ait une
majoration

[Py (g') = @(g)] << a(g)"= (V7"
pour tout g’ € G(F') et pour tout Y € D.

Preuve : Il suffit de reprendre celle de la proposition 6.7 et celle du lemme 6.8 de [W3]. La
proposition 6.7 de [W3| est valable pour tout les groupes tordus, a la seule condition d’avoir
a ¢’ fixé une majoration

Py (g) = Py (g)] << Y]

pour tous Y, Y’ € D vérifiant |Y —Y'| > |Y'|/2. Mais cela est une conséquence de la proposi-
tion 5.3.1. La démonstration du lemme 6.8 de [W3| n’utilise que les propriétés suivantes du
groupe tordu G :

1. Toute induite parabolique normalisée d’une représentation irréductible de la série dis-
créte est aussi irréductible.
2. Pour tout A € A - 1l existe un unique £ € W (L),ey tel que 03(7y) ~ 75 et pour ce
t,on a |det(1 — GE)AL/AZ/‘ = 20r—ag
Dans notre cas, la premiére propriété est bien connue et la deuxiéme découle de notre
description en 2.4 des représentations elliptiques des Levi tordu de G W

5.5 Preuve du théoréme 5.1.1

Il suffit cette fois de reprendre les sections 6.9 et 6.10 de [W3|. Dans la preuve du lemme
6.9, il faut utiliser la proposition 4.1.1 & la place de la proposition 5.5 de [W3] et la relation

2.5(2) au lieu de la relation 2.5(2) de [W3]. Enfin dans la section 6.10 de [W3], il est utilisé
le fait suivant

Pour tout Levi tordu L’ € Eé, pour tout Levi L € L¥(Ay) et pour toute représentation
T € Ily(L) tels que ig(T) (Q € P¥ (L)) se prolonge en une représentation elliptique de L(F),
ona WF(r) = {1}.

Cela se voit directement sur la description des représentations elliptiques données en 2.4.
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6 Calcul d’un facteur ¢ par une formule intégrale

6.1 Enoncé

On conserve toujours la situation et les notations de 3.1. Soient I' et © des quasi-caractéres
de G(F) et H(F) respectivement. Posons

6geom,l/(l—‘a @) = Egeom,—u(ga F) =

dim(Wh)—( 4™ ~ ~ o FT 5 - -
SR T B i [ e D@D A i
4 s=0" J7(F) /0
TeT
Tous les termes apparaissant dans cette définition ont été introduits en 2.1, 3.2 et 3.3. La
dépendance en v de l'expression précédente est cachée dans le terme cp(f) qui est défini a
partir du plongement de H dans G fixé en 3.1, plongement qui dépend de v. Cette expression
ne dépend vraiment que de I'; © et v, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas du choix d'une base

(2i)i=—r,.., d'un supplémentaire de W dans V' qui permet de construire un plongement H—

G. Pour 7 € Temp(G) et ¢ € Temp(H), on adoptera les notations suivantes : ¢z = co.,
Cs = Co,; et 6geom,l/<ﬁ'7 5-> = Egeom,u<@ﬁ7 @&>-

Théoréme 6.1.1 Pour tout @ € Temp(G) et pour tout 6 € Temp(H), on a
Egeom,u(ﬁ-a 5-) = Eu(ﬁ-a 6)

6.2 Induction du terme géométrique

Soit L un Levi tordu de G. Il existe alors une décomposition

V=V,@..oVieWeVad.. .oV,

de sorte que L soit Uensemble des 7 € G vérifiant (V) = VX pour j = —u,...,u. Pour
feLletj=—u,..., u, on notera 7; la restriction de Z & V. On note Gy = Rg/prGLE(V))
et Gy = Isom.(Vj, YO*), les analogues de G et GG lorsque 'on remplace V' par Vj. Soit I'y un
quasi-caractére de Go(F) et pour j =1,...,u, I'; un quasi-caractére de GLg(V;). On définit
un quasi-caractére I'F de L(F) par
TH(%) = To(do) [ [Ty((3;) %))
j=1
pour tout & € L(F). On peut considérer le quasi-caractére induit I' = I nd?(Fi) (cf 1.12

[W3]). Pour d > 1 un entier, 'algébre de Lie gl;(E) de GL4(F) posséde une unique orbite
nilpotente réguliére Ogy. Si T'“L est un quasi-caractére de GLy(E), on pose
mgeom(PGL) = CFGL,(’)GL(]')
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Proposition 6.2.1 On a [’égalité
€geom, V(F @) = €geom,v POa H mgeom

Preuve : Supposons d’abord dy < m ou dy = dim(Vp). Quitte a conjuguer L, on peut
supposer que Vo C W. Soit Zy un supplémentaire de Vi dans W, sa dimension est 2rq + 1
pour un certain entier naturel ro. Fixons une base (2¢;)i=—r,..r, de Zy et définissons un
isomorphisme c¢-linéaire ¢y : Zy — Z par Co(zol) = (—=1)"12wz_; pour i = —rg,...,ro. En
appliquant les mémes constructions qu’en 3.1, on définit un plongement ¢y : Go < H et un
ensemble T, de sous-variétés To C Gy qui sont des espaces homogenes principaux a droite
et a gauche sous certains sous-tores Ty de Go. Posons 2 = Z & Zy et " = ( @ (. L'espace
hermitien (Z” Q:” ) est hyperbolique. On peut donc fixer une base (2/)i—+1.. 1 de Z” telle
que C” !'=2"" pour i = £1,...,+r". Quitte & conjuguer a nouveau L, on peut supposer
qu'il existe des sous- ensembles I c{1,...,7"}, j = 1,...,u tels que pour j = 1,...,u,
Vj soit engendré par les 2/, i € I et V_j par les 2”,, i € I;. La composée des inclusions
Gy C H C G envoie alors Gy dans L. On a par définition

dim(Vy 1, dotm ~
(1) Egeom,u(rm@) Egeom 1/ @ F0 Z |2| o 0 ( : )|W(G07TO)| !
ToeTo

lim cry (D)ea(B) D (D> D (D)2 AE)y " 2di

s—0T TO (F)/6

@) oo .0) = 3 25 i By i [ e Dead D ()

s—0t 7
TeT T(F)/6

D ( )1/2A< )s 1/2dt

Puisque V'espace hermitien (2", (") = (Z & Zy, { @ (o) est hyperbolique, on a T, C T. Mon-
trons le fait suivant

(3) Deux éléments de T, sont conjugués par H(F') si et seulement si ils sont conjugués
par Go(F).

Soient T, Ts € T, et supposons qu’il existe h € H(F) tel que KT h~' = Ty. On a des
décompositions Vo = Vj,; © Vi), pour i = 1,2 relatives a T et Ty. On pose Wi = Vi, @ Zy,
i =1,2. Pour un élément ¢ € T, en position générale, W/ est le noyau de ¢t — 1 dans W ou
t= (tc) 1£. Par conséquent, la restriction de h & W}’ réalise un isomorphisme entre les espaces

hermitiens (W', Cum) et (WY, Cupy). Ces deux espaces hermitiens contiennent le sous-espace
hermitien (Zy, (). D’aprés le théoréeme de Witt, il existe b’ € U(WY)(F) C Zuwr)(T2) tel
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que la restriction de hA'h a Z; soit l'identité. Quitte a remplacer h par h'h, on peut donc
supposer que h agit trivialement sur Z,. Mais alors h envoie I’ orthogonal de Zy dans W', qui
est V'), dans Porthogonal de Zy dans W', qui est Vy,. Pour £ € T} en position générale, V;
est I'unique supplémentaire ¢-stable de W} dans W ou ¢ = *(°)~*{. Donc h envoie Vy, dans
Voo- Comme Vo = Vi, @ Vi, pour i = 1,2, on en déduit que h laisse Vj stable d’ott h € Go( ).

D’aprés (3) on peut supposer Ty C 7. Montrons
(4) Pour T € T — Tg, le terme indexé par T dans (2) est nul.

Introduisons la décomposition W = W” @& W' relative a T et posons V' = W” & Z. Soit
t € T(F) en position générale et montrons que cp(f) = 0, ce qui bien évidemment entraine
(4). Par définition de l'induite d’un quasi-caractére, le support semi-simple de I' ne contient
que des éléments dont la classe de conjugaison coupe L(F ). I suffit donc de vérifier que ¢
n’est pas conjugué a un élément de E(F ). Supposons que ce soit le cas. Alors G contient
un conjugué de A;. Puisque ¢ est supposé en position générale, on a Gy = U(V") x Ty. Le
tore Tp est anisotrope, donc U(V") contient comme sous-groupe gA;g~' pour un certain
g € G(F). Le sous-espace g(V; @ ... ® V,) est alors inclus dans V" et totalement isotrope
pour la forme hermitienne (¢ 7. Puisque dim(Vi®...®V,) = (dy —dy) /2, espace (V" Car)
contient un sous-espace hermitien isomorphe a la somme directe orthogonale de (dy — dy)/2
plans hyperboliques ¢’est-a-dire isomorphe a (Z”,¢"). D’aprés le théoréme de simplification
de Witt, (W” 75H7T) contient un sous-espace hermitien isomorphe a (7, 50) Fixons un tel
sous-espace W' et notons Wy’ son orthogonal dans W”. Il existe h € H(F') qui réalise une
isométrie de (Wl”, Cur) vers (ZO, Co) et qui envoie W” © W’ sur V. Quitte & conjuguer T par
h, on s’est ramené au cas ou W/ = (Zj, CO) et W) & W' =V, On a alors T C Gy. Puisque
I'espace hermitien V" = Z &+ Z, ®+ W)/ est quasi- deploye et que Z &+ Zy est somme directe
orthogonale de plans hyperboliques, 1’espace hermitien W, est aussi quasi-déployé. On en
déduit que T € T, ce qui contredit ’hypothése.

Fixons maintenant 7 € 7. On note Vy = Vi@ Vg et 5(;0 r la décomposition et la forme
hermitienne sur Vy' relatives 4 7. On posera H' = Ry rGL(V])), W" = Zy@ V], V" = Z&W"

et Cur = Co ® Caory Car = € ® Cur qui sont des formes hermitiennes sur W” et V” respec-
tivement. Etablissons

(5) on a [W(H,T)| = [W(Go, T)|.

En effet, un élément de Normp () (f) réalise forcément par restriction une isométrie
de (W”,(yr) sur lui-méme et laisse stable V. Par conséquent Normp(r) (T) = U(lnr) x
Normp: (g (T). De la méme facon Normey(r) (T) = U(lgyr) X NormH/(F)(T). On en déduit
des isomorphismes

W (H,T) ~ Normg: ) (T)/T(F) et W(Go,T) ~ Normg: ) (T)/T(F)
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d’ou l'égalité (5).
Soit £ € T(F) en position générale. D’aprés (1),(2),(4) et (5), il suffit pour établir la

proposition de vérifier ’égalité

(6) cr(DDE(E)? = er, D () 12]5 T mgeom (L))

J=1

ot a = (d — dy)/2. Rappelons que

- 1 -
) = N 2 erold)

Teg‘ OENI(WV"))req
et

- 1 -
cro(t) = . 7 Z CFO,O(t)
|Nll(u(‘/0 ))7’59| OENil(u(VO//))reg
Soit O € Nil(u(V")),eq La proposition 1.12 de [W3| permet d’exprimer cr.o(t) en fonction
de I'F. Explicitons la formule dans notre cas particulier. On reprend pour cela les notations
de loc.cit.

(7) L’ensemble XZ(#) est réduit a un élément que on peut supposer étre 7.

Rappelons que I'ensemble XX () est un systéme de représentants des classes de conjugai-
son par L(F) des éléments dans L(F) qui sont conjugués par G(F) a . Soit g € G(F) tel que
gtg~' € L(F). Tout comme dans la preuve du point (4), cela entraine g"'A;g C U(V"). On
en déduit que les espaces g~ 'V} sont inclus dans V", sont totalement isotropes et que g~'V;
est en dualité avec g‘lv,j. Or c’est aussi le cas de la famille de sous-espaces (V;)j=11,. +u
de V”. 1l existe un élément de U(V")(F) C Gi(F) qui envoie la premiére famille sur la
deuxiéme. Donc quitte & multiplier g a droite par un élément de G3(F'), on peut supposer
que gV; =V, pour j = +1,...,+u. Puisque gig~! € L(F), on a gtg~V; = V= t(V;). On
en déduit que ‘g(V}") = V;* pour j = £1,..., du puis par dualité que g(Vp) = V. L'¢lément
g conserve donc les sous-espaces Vj}, j = —u, ..., u donc appartient & L(F), ce qui prouve le
point (7).

L’ensemble I'; de 1.12 [W3] est le groupe Zg(#)(F) = UV")x T(F)? = U(V") x Ty(F) =
G;(F). La deuxiéme somme ne comporte donc elle aussi quun seul terme que 1'on peut
supposer étre ¢ = Id. La derniére somme porte sur les orbites nilpotentes O de [;(F)
telles que O soit dans 'induite de l'orbite de O, condition que l'on écrit [O : O] = 1.
Une telle orbite est forcément réguliére. Le morphisme qui & g € L; associe sa restriction a
Vi@ ...® V] ®Vy définit un isomorphisme

(8) Li =~ RppGL(V,) X ... X RgrGL(V1) x Gy;
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= RE/FGLdu X ... X RE/FGLd1 X U(‘/OH) X Tg

d’ott 'on déduit une identification Nil([;(F))req = Nil(glg(Va))reg X - X Nil(glg(V1))reg X
Nil(u(Vy'))reg- Les ensembles Nil(glg(V}))reg, J = 1, ..., u sont réduits & un élément que l'on
note O;. On vérifie alors sur la description des orbltes nllpotentes réguliéres dans les groupes
unitaires, donnée en 3.2 [B], qu’il existe une unique orbite Oy € Nil(u(Vy'))rey de sorte que

[OZOUX...X(91XOO]:1
Posons O = O, x ... x O1 x Op. Le lemme 1.12 de [W3| nous donne alors

CI‘O( ) DG( ) 1/2DL( )I/QCFE,(’)/({)

Par définition, le terme ¢y (1) se calcule & partir du développement local de X — DE(fexp(X))
au voisinage de 0 dans [;(F'). Soit X € [;(F') assez proche de 0. Via 'isomorphisme (8), X se

décompose en X0+Z XjouXo € goi(F)et X; €gly(E),j=1,...,u Posons & = texp(X).
j=1
On a alors &y = texp(Xo) et '(2°;) 7%, = exp(2X;). Par définition de ', on a

% (fexp(X)) = Do(teap(Xo)) [ [ Tj(exp(2X;))

j=1

D’aprés les propriétés d’homogénéités des fonctions j’((’)j, .), on en déduit que

CFi,(’)’ (E) = |2|%CFO7OO (E) H mgeom(rj)

oub=— Z;L:l d;(d; — 1). On vérifie, toujours a partir de la description 3.2 [B|, que 'ap-

plication qui a O associe Oy est une bijection entre Nil(u(V")),cq et Nil(u(Vy'))req. Par
conséquent, on a

er(f) = [25.DC ()7 2DE (1) 2er Iln%wm
On vérifie facilement que

D () = 215D (F)
ot ¢ =2(df + ...+ d}). Puisque b+ § = a, cela établit I'égalité (6).

Passons maintenant au cas dy > dy. Adoptons pour cela une notation bien commode.
Soient (6;);=1,... une famille de quasi-caracteres de GLg, (E) et ©p un quasi-caractere de

édé(F ) ou é’% est le groupe tordu définit de la méme facon que G en remplacant V par
un espace de dimension dy. Alors on peut appliquer la construction faite au début de ce
paragraphe pour obtenir un quasi-caractére de G (F') ou d' = dj, + ...+ d;. On note 6, x

-----
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O1 X ... X O ce quasi-caractére. Il ne dépend pas des différents choix effectués, ce qui retire
toutes ambiguités a la notation. En particulier, on a

sz‘oxf‘lx...xf‘u
Soient ©’ un quasi-caractére de GL,1(E) et IV un quasi-caractére de GL,(FE) tels que
Mgeom (0') = Mgeom(I”) = 1 (il en existe). Puisque €geom (I, ©) = €geom,— (O, '), d’apreés le
premier cas, on a 1’égalité
6geom,u(l—‘a @) = Egeom,—u(@ X ®/a P)

Puisque €geom,—» (O X O',T') = €geom (', © x ©'), d’aprés le premier cas on a aussi 1'égalité

€geom,—v (O X O, T) = €geom (I x IV, 0 x ©)

Puisque I' x I" =Ty x ... x I', x IV, on a, toujours d’apres le premier cas,
€geomu (T X I7,0 X 0') = €geom(To, © x ©') [ [ mgeom(T';)
j=1

= €geom,v FO; | | mgeom

Ce qui permet de conclure B

6.3 Preuve du théoréme 6.1.1

On démontre le théoréme 6.1.1 par récurrence sur la dimension de V. On distingue
deux cas pour la représentation 7 : le cas ou 7 est une induite parabolique tordue d’une
représentation tempérée et le cas ou 7 est une représentation elliptique.

6.3.1 Le cas proprement induit

Supposons qu'il existe un parabolique tordu propre Q= iUQ, Q #* G, et une représen-
tation 7 € Temp(L) tels que @ = i§(7). On écrit L et 7 comme en 2.3. En particulier, le
prolongement de 7 & G(F) détermine un prolongement de 79 & Go(F). D’aprés 2.5(2), on a

(1) e(7,6) = e, (70,0 HwT

D’autre part, on a ©z = Ind?(@;). D’aprés le lemme 2.3.1, on a ©; = 'L avec les notations
de la section précédente ot on a posé I'y = Oz et I'; = wTj(—l)d“@Tj pour j =1,...,u. On
déduit de la proposition 6.2.1 I'égalité
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(2) Egeomw(ﬁ-a 5-) geom v 7_07 H WTJ d+1mgeom(@Tj)

D’aprés un résultat de Rodier ([Ro]), le terme mgeom(@Tj) vaut 1 si 7; admet un modéle de
Whittaker et 0 sinon. Comme 7; est une représentation tempérée, elle admet un modeéle de
Whittaker. Donc mgepn (0-,) = 1 pour j = 1;,...,u. On a aussi (—1)**! = (=1)™ puisque d
et m sont de parités différentes. Par hypothése de récurrence appliquée au couple (éo, H ), on
a €,(70,0) = €geom,v (70, 7). Comparant (1) et (2), on obtient 1'égalité €, (7, ) = €geom (7, 7).

6.3.2 Le cas des représentations elliptiques

Supposons maintenant que 7 € Iy (G). Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale.
D’aprés les théoremes 3.5.1 et 5.1.1, on a I’égalité

(1) Jgeom(©3, ) = Jspee(©5, )

Par définition, on a Jyeom (05, f) = €geom,v (O P ©z). Reprenons les notations du paragraphe
1.7, on a la décomposition

(2) ©;= > [WH W9 (-1 )GLI”dG(I@(b )
LerG

ot la fonction ¢j; ( f ) doit étre interprétée comme la somme localement finie

Z 1HL:C¢E(f)

(AL

D’apreés la proposition 1.9.2, on a aussi

(3) [@qbi(f): Z Z C(O)mes<iA*L,F)@ﬁV<1Hi=C¢Z(JE))1HL=C@ﬁ

CEA; r Ol (L)}

ou p € O est un point base. Tout comme dans le paragraphe précédent, on peut appliquer
la proposition 6.2.1 pour calculer €geom, V(IndG(lHL ¢0;),05). Pour ¢ # 0, au moins un des
quasi-caractéres I';, j = 1,...,u, est nul au voisinage de 1 ce qui entraine mgee,(I';) = 0
et par conséquent le terme que 1'on cherche a évaluer est nul. Seul le terme pour { = 0 est
possiblement non nul. Posons f; = 1HL:0¢13(f) et 7(p) = ig(p) (Q € P(L)). D’aprés (3) et
ce qui précéde, on a

() €geomn(10, (7),5) = > mes(iA; )e(O)O (f1)egeomw(7(5), 5)

Oe{lley (L)}

Pour L € £ et O € {Ily(L)}, posons

Xgeom(f/a O) - mes(iA*LF)C(O)@ﬁV (ff,)egeomw(ﬁ-(ﬁ)? CNT)
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D’aprés (2) et (4), on a

Jgeom (O, ) = 3 WHIWE (=)%Y Xpeom(L, 0)

LE,CG OE{HEH (i/)}

D’autre part, d’aprés la définition 5.1, on a

Jspec @Uaf Z |WL||WG| 1( )ai Z XspeC(f/, O)

Lect Oe{ley (L)}

ol on a posé

Xl 1.0) = c©)en(58) [ I Pria

D’aprés la proposition 1.7.1, on a l'égalité

/A TE(BY, Fax = mes(iA; )0 (f7)

*
L,F

D’aprés 2.5(2) et le cas proprement induit, si L #+ @G, on a donc

Xgeom(f/a O) = Xspec(f/a O)

L’égalité (1) peut donc se réécrire

(B) Y @O () (geomu (7, 5) = €,(7',5)) =0

/€Ml (G)

D’aprés [W4], la théorie des pseudo-coefficients est valable pour les groupes tordus. En
particulier, il existe une fonction cuspidale f € C2°(G(F)) (et que I'on peut méme prendre
trés cuspidale d’aprés le lemme 1.9.1) telle que

- @ﬁv(f )=1; .

— O#(f) = 0 pour toute 7" € Il.;(G) telle que 7" % 7.

En appliquant 1'égalité (5) & un tel pseudo-coefficient, on obtient 'égalité €, (7, &) =
€geom, (T, T).
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