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LE LEMME FONDAMENTAL POUR L’ENDOSCOPIE
TORDUE : LE CAS OU LE GROUPE ENDOSCOPIQUE
ELLIPTIQUE NON RAMIFIE EST UN TORE

Bertrand Lemaire & Jean—Loup Waldspurger

Résumé. — On prouve le lemme fondamental pour ’endoscopie tordue, pour les
unités des algébres de Hecke sphériques, dans le cas ou la donnée endoscopique non
ramifiée a pour groupe sous—jacent un tore. Cela entraine que le lemme fondamental
pour ’endoscopie tordue est désormais démontré, pour tous les éléments des algebres
de Hecke sphériques, en caractéristique nulle et en toute caractéristique résiduelle.

Abstract. — We prove the fundamental lemma for twisted endoscopy, for the unit
elements of the spherical Hecke algebras, in the case of a non ramified elliptic endo-
scopic datum whose underlying group is a torus. This implies that the fundamental
lemma for twisted endoscopy is now proved, for all elements in the spherical Hecke
algebras, in characteristic zero and any residue characteristic.

Classification mathématique par sujets (2000). — 22E50.
Mots clefs. — endoscopie tordue, donnée endoscopique elliptique non ramifiée, lemme fonda-
mental.

Le premier auteur a bénéficié d’une subvention de 1’Agence Nationale de la Recherche, projet
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Le second auteur est heureux de dédier cet article & Roger Howe, & qui il sait devoir
beaucoup.

1. Introduction

1.1. — Cet article est la suite de notre précédent travail avec Colette Moeglin [LMW|. Dans
loc. cit., nous prouvons par une méthode purement locale que si le lemme fondamental pour
I’endoscopie tordue (en caractéristique nulle) est vrai pour les unités des algébres de Hecke
sphériques, alors il I’est pour tous les éléments de ces algébres de Hecke. La preuve, dont
Iidée est due & Arthur, utilise le transfert spectral, obtenu par voie globale grace au lemme
fondamental pour les unités en presque toutes les places finies, ainsi que le lemme fondamental
pour les unités (en la place qui nous intéresse) dans le cas ou la donnée endoscopique non
ramifiée a pour groupe sous—jacent un tore. Ce cas est trés particulier. En effet, I’existence
d’une telle donnée pour (é,w) — voir plus loin — implique que le groupe adjoint Gap
du groupe dual de G, 'action galoisienne sur GAD, ainsi que l’action § sur G‘AD donnée
dualement par é, sont d’un type bien particulier décrit en [LMW, 5.2] : Gap est un produit
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de groupes de type A,, et le groupe de Galois ainsi que 0 opérent par permutation des
facteurs. On démontre ici le lemme fondamental pour les unités dans ce cas. Cela élimine la
restriction sur la caractéristique résiduelle du corps de base dans [LMW].

1.2. — Rappelons que pour l'endoscopie ordinaire (avec caractére w), Hales [H]| a prouvé
par une méthode globale que le lemme fondamental pour les unités des algébres de Hecke
sphériques en presque toutes les places finies implique le lemme fondamental pour tous les
éléments de ces algébres de Hecke en toutes les places finies. En particulier, il déduit le lemme
fondamental pour les unités aux “mauvaises places” du lemme fondamental pour les unités
en presque toutes les autres places. Curieusement, cette méthode n’utilise aucun résultat
local en la place en question. En revanche, dans notre méthode pour I’endoscopie tordue, le
principe local-global et le lemme fondamental pour les unités en presque toutes les places
finies sont cachés dans le transfert spectral (d & Arthur dans le cas non tordu, puis étendu
par Mceeglin au cas tordu). Mais on a quand méme besoin d’un résultat local en la place qui
nous intéresse, et c’est ce résultat qui est démontré ici. L’histoire est encore plus enchevétrée
puisqu’au bout du compte on se raméne au cas du changement de base (avec caractére w)
pour GL(n), puis en adaptant la méthode de Kottwitz [K], & celui de I’endoscopie ordinaire
(toujours avec caractére w) pour GL(n) et donc au résultat de Hales [H].

1.3. — Rappelons briévement I’énoncé du lemme fondamental démontré ici. Soit F' une
extension finie d’un corps p—adique Q. On fixe un élément de Frobénius ¢ € Wr, ot Wr est
le groupe de Weil de F'. Soit GG un groupe algébrique réductif connexe défini et quasi—déployé
sur I, et déployé sur une extension non ramifiée de F'. Soient G un G—espace tordu défini sur
F, et w un caractére de G(F'). On suppose que le couple (é, w) vérifie toutes les hypothéses
de [LMW, 2.1, 2.6], a savoir que :

— Tensemble G(F) n’est pas vide;

— le F-automorphisme 6 de Z(G) défini par G est d’ordre fini;

— le caractére w est est non ramifié, et trivial sur Z(G; F)?;

— Tespace tordu (G(F),G(F)) posséde un sous—espace hyperspécial (K, K).
Soit T" = (T”,7’,5) une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée pour (éﬂu) telle
que T est un tore. Le choix d’un élément (h,¢) € T’ permet d’identifier T a LT’ (on n’a
donc pas besoin de données auxiliaires). A cette donnée T’ est associé un T-espace tordu
T’, défini sur F et & torsion intérieure. A (K, K ) sont associés un sous—espace hyperspécial
(K’ K') de T'(F), et un facteur de transfert normalis¢ A : D(T') — C*. Soit § € T'(F)
un élément fortement G-régulier. A toute fonction f € C°(F) est associée une intégrale
orbitale endoscopique

(1) 19(T',6, f) = d(0")/* 3GV (F) - Gy (F) ' AN (1w, f)

ol v parcourt les éléments de G(F) tels que (6,7) € D(T"), modulo conjugaison par G(F);
on renvoie & 2.2 pour la définition des termes & droite de ’égalité. Le lemme fondamental
pour la donnée T” et la fonction caractéristique 1 de K dit que pour tout élément fortement
G-régulier § € T'(F), on a 'égalité

(2) 15,(0) = 19(T"6.1).
1.4. — Pour démontrer ’égalité (2) de 1.3, on se rameéne par étapes successives & des cas de

plus en plus simples & traiter, pour finalement tomber sur le cas de I’endoscopie ordinaire
(avec caractére w) pour GL(n). La premiére étape, qui est aussi la plus difficile, consiste a
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se ramener au cas ol le groupe G est adjoint. Elle fait 'objet de la section 2. On pose
Gap = G/Z(G) = Z(G)\G.

C’est un espace tordu sous Gap, défini sur F'. L’homomorphisme naturel p : G — Gap se
prolonge (tout aussi naturellement) en une application p : G — éAD, Y > Yad. Le sous—
espace hyperspécial (K, I?) de é(F) détermine un sous—espace hyperspécial (Kaq, I?ad) de
Gap(F) — cf. 2.8. On fixe une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée T = (T", 7", 3)
pour (é,w) telle que T" est un tore. Alors les choix d’un élément (h,¢) € T’, d’une décom-
position h = zpp(hs) avec z, € Z(é) et hse € CA?sc7 et d'un élément 3. € Gsc dont
I'image dans Gap coincide avec celle de §, déterminent une donnée endoscopique elliptique
et non ramifiée Thy = (Tiq, The, Ssc) pour (éAmw:m)7 oll why est un caractére de Gap(F).
La classe d’isomorphisme de cette donnée T,y (tout comme le caractére w.y) dépend des
choix. Pour d’autres choix, et plus généralement pour un paramétre ( variant dans un
certain groupe de cohomologie noté B, on construit une autre donnée endoscopique elliptique

"08) = (T4, TLe[B), 3sc) pour (Gap,w’q[f]). Cette donnée T'y[B] nest pas forcément non
ramifiée, mais elle vérifie encore T [A] ~ ©(TL4). On a aussi un sous-groupe B™ C B
correspondant aux données Toyq[3] qui sont non ramifiées. Au sous-espace hyperspécial
(Kaa, Kad) de Gap(F) sont associés un sous—espace hyperspécial (K, K.q) de T!y et
un facteur de transfert normalis¢ A : D(T.y) — C*. Pour (d,v) € D(T'), le couple
(8ad,7Vaa) appartient & D(T.y). Via le choix d’un point—base (8o, v0) € D(T") tel que &y € K’
et 70 € K, on peut normaliser les facteurs de transfert A[8] pour T4[8] (3 € B) en
imposant la condition A[B](00,ad;Y0,ad) = A(d0,ad;V0,ad). On verifie que pour 8 € B™,
cette normalisation coincide avec la normalisation non ramifiée, c’est—a—dire que A[fS] est le
facteur de transfert normalisé associé a I?ad. On peut alors comparer ces différents facteurs
de transfert A[S](do,7), B € B, pour v € é(F) dans la classe de conjugaison stable de o,
et en déduire que

(1) 9T 60, 15) = [B™[7H > I9AP(Tag[B], 60, 1) = T94P (Tig, 00,1 ).
BeBl’u‘

On obtient que :

(i) Sile lemme fondamental est vérifié pour la donnée Thy et la fonction 1 T alors il
I'est pour la donnée T" et la fonction 1.

(ii) Supposons ’homomorphisme naturel K’ — K_4 surjectif. Si le lemme fondamental
est vérifié pour la donnée T" et la fonction 1, alors il I'est pour la donnée Ty et la
fonction 1z R

Notons que si le centre Z(G) est connnexe, alors 'homomorphisme K’ — K., est surjectif.
D’apreés (i), pour montrer 'égalité (2) de 1.3, on peut supposer G adjoint.

1.5. — On suppose maintenant que G est adjoint. Dans la section 3, on se raméne au cas
du changement de base (avec caractére w) pour PGL(n). Soit € la paire de Borel épinglée
définie sur F' dont K est issu. Le stabilisateur Z(é, &) de € dans G est défini sur F, et comme
c’est un espace principal homogéne sous Z(G) = {1}, on a Z(G, &) = {e} pour un élément
¢ € G(F). En posant 6 = Int,, on a les identifications G = G et K = K0.

Notons €2 le groupe d’automorphismes du diagramme de Dynkin A de GG engendré par ¢
et par 0. Soient A1,..., Ay les orbites de €2 dans I’ensemble des composantes connexes de A.
A la décomposition A = A;[]...][ A4 correspond une décomposition G = G x --- x Gq
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qui est définie sur F' et f-stable. On a aussi une décomposition G=Gx X% C~¥d, ou
C:'i =Gib;, 0, = 9|G¢- Tout se décompose en produit, et on est ramené au cas d = 1.

On suppose que () opére transitivement sur les composantes connexes de A. Soient
Ay, ..., A, les orbites de 6 dans ’ensemble de ces composantes connexes. Puisque ¢ et 0
commutent, ces orbites sont permutées transtivement par ¢, et en notant F; ’extension non
ramifiée de F' de degré g et Resp, ,p le foncteur “restriction a la Weil”, on a G = Resp, yp(G1)
et G = ResFl/F(él) pour un espace tordu (G, él) défini sur Fi. Le groupe G est adjoint, et
C~¥1 = (101 ou 6, est le [1—automorphisme de G tel que 8 = Respl/F(Ql). On a des identifi-
cations G1(F)) = G(F) et G1(F1) = G(F). La restriction & la Weil met en bijection tous les
objets considérés (données endoscopiques, espaces hyperspéciaux, facteurs de transfert), et
quitte a remplacer F par Fi et (G, é) par (G1, C~¥1), on peut supposer ¢ = 1.

On suppose que 6 opére transitivement sur les composantes connexes de A. Soient
Ai,...,A, les orbites de ¢ dans 'ensemble de ces composantes connexes. Puisque ¢ et
6 commutent, ces orbites sont permutées transitivement par 6, et I’on est dans une situation
similaire & celle du changement de base aux places décomposées [AC, chap. 1, 5|, avec le
caractére w en plus. Comme dans loc. cit., les intégrales orbitales sur G(F) se raménent par
produits de convolution & des intégrales orbitales sur G1(F), ot (G1,G1) est I'espace tordu
défini sur F' correspondant & A;. On fait de méme avec les intégrales orbitales endoscopiques,
ce qui nous ramene au cas r = 1.

On suppose enfin que chacun des deux automorphismes 6 et ¢ opére transitivement sur
I’ensemble des composantes connexes de A. Alors on est dans la situation suivante :

— G = Respl/F(Gl) ol F1 est une extension non ramifiée de F' de degré m et G1 est un

groupe adjoint défini sur [} ;

— Tlaction du groupe de Galois absolu T'r = Gal(F/F) de F sur G(F) = G1(F)*™ est

donnée par o(z1,...,2m) = (6(x1),...,0(xm)) pour o € I'p, et par ¢p(x1,...,Tm) =
(372, s Ty ¢m(x1)) 5
— Taction de 0 sur G(F) est donnée par 0(z1,...,2m) = ¢°(01(x1),...,01(zm)) pour
un entier e € {1,...,m — 1} premier & m (si m = 1, on prend e = 0) et un Fi—
automorphisme 6; de G;.
On pose G1 = G161. D’apres [LMW, 5.2], I'existence d’une donnée endoscopique elliptique et
non ramifiée pour (éﬂu) ayant pour groupe sous—jacent un tore implique que G1 ~ PGL(n)
et 01 = id. Alors 0 est le F—automorphisme de G = Resp, / 7(G1) défini par un générateur
du groupe de Galois de F1/F, et on est dans la situation du changement de base non ramifié
(avec caractére w) pour PGL(n). Notons que si m = 1, alors § = id et on peut appliquer
[H]. Reste a traiter le cas m > 1.

1.6. — Le cas du changement de base non ramifié (avec caractére w) pour PGL(n) est traité
dans la section 4. On suppose que G = Resp, ,r(PGL(n)) pour une extension non ramifiée
Fy/F de degré m > 1, et que 6 est le F—automorphisme de G défini par un générateur de
Gal(F1/F). Puisque le centre Z(G) est connexe, on peut grace au point (ii) de 1.3 remplacer
PGL(n) par GL(n). Notons o1 I'anneau des entiers de Fi. On a K = GL(n,01) et K = K0.
Soit T' = (T",7’, 3) une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée pour (G0, w) telle que
T" est un tore. Si w = 1, alors le résultat de Kottwitz [K, prop. 1, p. 245] raméne le lemme
fondamental pour T" et la fonction 1z au lemme fondamental pour T’ et la fonction 1cL(n,0)s
ou T' est une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée pour GL(n) de groupe sous—
jacent un tore T ~ T". On vérifie ici que la méthode de Kottwitz marche encore si w # 1.
On conclut grace au résultat de Hales [H].
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2. Relations entre différents lemmes fondamentaux

2.1. Les hypothéses. — Soit F' un corps commutatif localement compact non archimé-
dien de caractéristique nulle. On fixe une cléture algébrique F de F, et on note I'r le groupe
de Galois de I'extension F/F7 Ir C I'r son groupe d’inertie, et Wr C I'r son groupe de
Weil. Soit F™ = F'F la sous-extension non ramifiée maximale de F'/F. On fixe un élément
de Frobenius ¢ € Wr, c’est-a—dire que la restriction de ¢ a F"" est 'automorphisme de
Frobenius de l'extension F™'/F. On pose Wp' = Wg/Ip ~ (¢).

On note 0 = op 'anneau des entiers de I, et 0™ = opnr celui de F™.

On considére un groupe algébrique réductif connexe G défini sur F', et un G-espace
(algébrique) tordu G lui aussi défini sur F. Pour v E é7 on note 6, = Int, 'automorphisme
de G défini par 7. On munit les ensembles de points F-rationnels G(F) et G(F) de la
topologie définie par F. On fixe un caractére w de G(F'), c’est—-a—dire un homomorphisme
continu de G(F) dans C*. On suppose que le couple (G,w) = ((G,G),w) est non ramifié,
au sens ou toutes les hypothéses de [LMW, 2.1, 2.6| sont satisfaites :

— le groupe G est quasi-déployé sur F, et déployé sur F™";

— D’ensemble é(F) des points F-rationnels de G nest pas vide;

— le F-automorphisme 6 de Z(G) défini par G est d’ordre fini;

— le caractére w de G(F) est non ramifié, et trivial sur Z(G; F)?;

— Tespace tordu (G(F),G(F)) posséde un sous—espace hyperspécial (K, K).

Précisons ces hypothéses. Puisque le groupe G est quasi—déployé sur F' et déployé sur
F™ il existe une paire de Borel épinglée € = (B, T, {Ea}aca) définie sur F et déployée sur
une sous—extension finie F’/F de F""/F, c’est-a-dire telle que le tore maximal T de G est
déployé sur F’ (cela implique que les éléments E, pour a € A sont F’-rationnels). Notons
Z(G, &) le stabilisateur de & dans G. Cet ensemble n’est pas vide, et c’est un Z(G)-espace
tordu défini sur F. Soit f¢ le F—automorphisme de G défini par ¢ = 6., pour v € Z(é, ).

Puisque I'ensemble G(F) n'est pas vide, c’est un G(F)-espace (topologique) tordu.

Pour v € G (= G(F)), le F-automorphisme 6, de G se restreint en un F-automorphisme
du centre Z(G) de G qui ne dépend pas de v, et que I'on note simplement 6. L’hypothése
de finitude sur € implique en particulier que G est une composante connexe d’un groupe
algébrique affine défini sur F', de composante neutre G.

Au caractére w de G(F'), la correspondance de Langlands associe une classe de cohomologie
a € H'(Wr, Z(G)), ou Z(G) est le centre du groupe dual de G. On suppose que cette
classe provient par inflation d’un élément de H' (W2, Z(G)). L’hypothése Wl z(qpye = 1 est
nécessaire pour que la théorie ne soit pas vide.

A la paire & sont associés, par la théorie de Bruhat-Tits, un sous-groupe (ouvert, compact
maximal) hyperspécial K = K¢ de G(F), et un o—schéma en groupe lisse X = K¢ de fibre
générique G tel que K = X(o0). Posons

N&(m) (K) = {y € G(F) : Int,(K) = K}.

On suppose que I’ensemble N&(r) (K) n’est pas vide. Alors c’est un espace principal homogéne
sous le groupe Z(G; F)K, et tout élément v € N&(r)(K) définit un K—espace (topologique)
tordu

K=K v =K.

Si ensemble K N K(o“r)Z(é, &; F*7) n’est pas vide, ce que 1'on suppose, alors on dit que K

est un sous—espace hyperspécial de G(F).
On fixe €, K = K¢ et K = K~ = K vérifiant toutes les hypothéses ci-dessus.
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Le groupe dual G de G est muni d’une action algébrique de I'r, notée o — o, et d’une
paire de Borel épinglée & = (B, T, {EQ}QEA) qui est définie sur F, c’est—a—dire I'p—stable.
Puisque G est déployé sur F™', 'action de I'p sur @ se factorise a travers I'r/IF, et est donc
entiérement déterminée par la donnée de 'automorphisme ¢ de G. On pose

EG =G xWr (= (G x Ir) x (¢)).

Le F— automorphlsme 0c de GG définit dualement un automorphisme 6 de G qui conserve la
paire & et commute a l’action galoisienne sur G (i.e. a ¢g) — cf. [LMW, 2.2].

Soit E4_ny = @t_m(C{ ) Pensemble des classes d’isomorphisme de données endoscopiques
elliptiques non ramifiées (G’,5’,5) pour (éﬂu) telles que le groupe sous—jacent G’ est un
tore — cf. [LMW, 2.3, 2.6, 2.10] (ou [MW, I, 6]). Par abus d’écriture, on écrit simplement
“T" = (T',7",5) € €_pn” pour “T’" = (T',7’,3) un représentant d’une classe dans €;_,,”.

Soit T = (T',7",3) € €_nr. On suppose, ce qui loisible, que § = s0 avec s € T'. Alors le
tore dual 7’ de T” s’identifie a 7%° muni d’une action galoisienne convenable; ou T9° est 1a
composante neutre du sous—groupe 7° de T formé des points fixes sous 0. Puisque la donnée
T’ est non ramifiée, le tore T” est déployé sur F™", et I’action de I'r sur T”, notée o + o7,
est entiérement déterminée par la donnée de 'automorphisme ¢+ de T’. Pour (h,9) € T,
automorphisme z — heg(x)h ™! de G agit comme ¢+ sur T’. On a T = (T’ x Ir) x ((h, $)),
et I’application

(1) T 5T =T % We, (z,w)(h, )" — (z,w"), (x,w) €T xIr,neZ,

est un isomorphisme. Il existe un cocycle a : Wr — Z(é) dans la classe a tel que pour tout
(x,w) € T, on a légalité dans “G

(2) Ints(z,w) = (za(w),w), (z,w)€ T
Posons h = h¢ € GWr. Alors (2) équivaut a Dégalité dans GWrl = GOWr
(3) Sh = a(¢)hs.

Du plongement 7" < 71" se déduit par dualité un morphisme
E:T = T/(1—0:)(T)~T'.
Ce morphisme n’est en général pas défini sur F', mais sa restriction & Z, notée
€2 :2(GQ)— Z(T) =T,
est définie sur F. Le morphime £z se quotiente un morphisme (lui aussi défini sur F)
€25 2(G) = Z(G)/(1 - 0)(Z(G) > T'.
On note Z(é, &) le quotient de Z(@7 &) par Paction de Z(G) par conjugaison, et on pose
T =T x5 Z(G, ).

Les actions a gauche et & droite de 7" sur 7" x Z(é7 &) se descendent en des actions sur T,
et action de T'p sur T' x Z(é7 &) se descend en une action sur T, faisant de T" un espace
(algébrique) tordu sous 7", défini sur F' et & torsion intérieure. En [MW, 1, 1.8] — voir aussi
[LMW, 2.5] — est défini un sous-ensemble D(T") de T"(F) x G(F). C’est 'ensemble des
couples (8,7) € T'(F) x G(F) d’éléments semisimples dont les classes de conjugaison stable
se correspondent et tels que v soit fortement régulier. On sait que la donnée T” est relevante
[MW, 6.2], c’est-a-dire que 'ensemble D(T') n’est pas vide (en particulier T'(F) # 0).
On note K’ = T"(0) le sous—groupe compact maximal de T'(F); c’est 'unique sous-groupe
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hyperspécial de T'(F). A K sont associés en [MW, 1, 6.2, 6.3] un sous—espace hyperspécial
K' de T'(F) — c’est—a—dire un élément de T"(F) /K’ —, et un facteur de transfert normalisé

A:D(T') = C*.

2.2. L’énoncé. — Continuons avec la donnée TV = (T7,7",5) € E;_nr de 2.1. On munit
G(F) de la mesure de Haar dg qui donne le volume 1 & K, et 7"(F) de la mesure de Haar
dt’ qui donne le volume 1 & K’. Soit un couple (8,7) € D(T"). L’élément v de G(F) est
semisimple et fortement régulier (dans G), au sens ol son centralisateur G7 dans G est
abélien et son centralisateur connexe G, = G™° est un tore. Le commutant Ty de G- dans
G est un tore maximal de GG, défini sur F', et on a

0~ ,0
Gy =T,

Il y a un homomorphisme naturel G (F) — T'(F) (= T5(F)), qui est un revétement sur son
image. Cest la restriction & G~ (F) du F—morphisme &z, 7+ : To — T” obtenu en choisissant
un diagramme (8,7”,T’, Bo, To,~) comme en [MW, I, 1.10]. On note to = Lie(Ty) I’algébre
de Lie de T', et t' = Lie(T") celle de T". L’automorphisme 6, de G donne un automorphisme
de g = Lie(G), que l'on note encore 0. ; il est défini sur F' et stabilise to. Le sous—espace tg”
de tg formé des points fixes sous 6, coincide avec g, = Lie(G,). L’homomorphisme naturel
tg” (F) — t'(F) est un homéomorphisme. De la mesure de Haar dt’ sur T'(F) (= T;(F))
se déduit une mesure sur t'(F'), que l'on transporte en une mesure sur tg” (F). On remonte
cette derniére en une mesure de Haar dg~ sur Tg”’O(F). Ces choix de mesures permettent de

définir, pour toute fonction f € C°(G(F)), 'intégrale orbitale ordinaire
10w ) = D) [ w(9)flg ™ v9) 4,
Gy (F)\G(F)
ou l'on a posé
G 0
D(7) = | det(1 — ady); a(F)/ty" (F))|r-
Ici | | est la valeur absolue normalisée sur F'. On pose aussi

(1) 19T 6, f) = d(O7)* 3GV (F) : Go ()] ' AG NI (1w, f)

v

ou « parcourt les éléments semisimples fortement réguliers de é(F ) modulo conjugaison par
G(F) (on a A(8,y) = 0si (6,7) ¢ D(T")), et ou d(6*) = d(0¢) est le facteur de normalisation
défini par

d(07) = | det(1 — 0e; t(F) /t% (F))|r, t= Lie(T).

On rappelle qu'un élément § € T'(F) est dit fortement C:'*régulier s’il existe un élément
semisimple fortement régulier v € G(F) tel que (5,7) € D(T"). Le lemme fondamental qui
nous intéresse ici affirme que la fonction caractéristique de I~('7 que l'on note 17/, est un
transfert de 1z a T'(F) :

THEOREME. — Pour tout élément fortement éfrégulier o€ T'(F), on a l’égalité
1%/(8) = I°(T",5,1%).

Ce théoreme sera démontré dans la section 4. Dans cette section 2, on le relie au méme
énoncé pour le Gap—espace tordu Gap = G/Z(G) (= Z(G)\G), ot Gap est le groupe adjoint
de G.
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2.3. Reéalisation du tore Tp. — La donnée T” = (T',7",3) € €;_n, est fixée pour toute
cette section 2. Rappelons que § = s0 avec s € T.

D’aprés [MW, 1, 6.1.(5)], il existe des éléments € € Z(G,&; F™) et t* € T(0) tels que
t*e¢ € K. On a donc g = .. De € se déduisent des paires de Borel épinglées d’autres groupes.
D’abord la paire de Borel épinglée €sc = (Bsc, Tsc, {Eataca) du revétement simplement
connexe Gsc du groupe dérivé de G, ou Bsc et Ty sont les images réciproques de B et T par
I’homomorphisme naturel Gsc — G. D’autre part, notons G1 (resp. Bi, T1) la composante
neutre de G?¢ (resp. B‘gs7 T ). L’ensemble des racines simples A; de 71 dans G relatif a
B s’identifie a celui des orbites dans A du groupe de permutations engendré par 0s. Pour
une telle orbite (a), on note E(,) la somme des E, pour o dans l'orbite (a). La donnée
&1 = (B1,T1,{E) }(a)ea,) est une paire de Borel épinglée de G1. On en déduit comme
ci-dessus une paire de Borel épinglée €1,sc = (Bi,sc, T1,sc, {E(a) F(a)ea,) de Gi1,sc. Toutes
ces paires sont définies sur F' et donnent naissance a des o—schémas en groupes lisses, notés
respectivement Ksc, K1, Kisc. On note Ky, K1, K1 les groupes des points o-rationnels
Ksc(0), Ki1(0), K1,sc(0). On introduit aussi les groupes K™ = X(0), Kl = Ksc(0™), etc. On
a des homomorphismes naturels, par exemple K. — K et K1 sc — K1 — K.

Soit k € K{%. Posons o = Inty—1(E) — c’est une paire de Borel épinglée de G définie
sur ™" — et notons (Bo, Tp) la paire de Borel de G sous—jacente a &q. Puisque ¢ (k) = k,
I’élément e appartient encore a Z(é7 €0). On a donc O, = 0. = O¢. Posons fo = Toe. Clest
le normalisateur dans G de la paire (Bo, 7). De cette paire se déduit un homomorphisme
& = &7y,r : To — T qui se prolonge en une application o To — T'. La preuve du lemme
de [MW, I, 6.2] montre que I’on peut choisir k € K7 de sorte que Tp et & soient définis
sur F'. Ces conditions entrainent automatiquement que :

— le tore Ty est non ramifié ;

— To et éo sont définis sur F';

— on a les égalités To(F) N K = Ty(0) et To(F) N K = To(F) N To(0™)e;

— Tensemble Tp (o) := To(F) N K n’est pas vide, et on a Pinclusion & (To(0)) C K'.

La suite

1o (1= 0e)(To) = To =5 T — 1

est exacte et les tores en question sont non ramifiés. Le théoréme de Lang entraine alors
que & se restreint en une surjection de Tp(o) sur 7”(o). La derniére assertion ci-dessus se
renforce donc en Dégalité £o(To(0)) = K'.

On fixe pour la suite de cette section 2 un élément k € KiJ vérifiant les conditions
ci—dessus, d’ou les différents objets T, To, o, éo (etc.) que l'on vient d’introduire.

Pour alléger I’écriture, on note désormais simplement 6 le F—automorphisme f¢ = f¢, de
G. Remarquons que 0|7, = 6, |z, pour tout v € Tp.

LEMME. — Pour tout élément fortement éfrégulier o€ T(F) tel que 6 ¢ IN(', on a l’égalité
19(T",6,1) = 0.

Démonstration. — Supposons 0 ¢ K'. 1 suffit de vérifier qu’aucun élément semisimple for-
tement régulier v € K ne correspond a § (pour la correspondance donnée par I'appartenance
a I’ensemble D(T")). D’aprés la construction ci-dessus, on peut fixer des éléments &y € K’ et
Y0 € To(0) C K tels que (8o, ~0) € D(T"). On utilise les homomorphismes d’Harish-Chandra

Hé:G(F) = Ag, Hi = Hyp :T'(F) = A = Ag,
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définis de la maniére habituelle (cf. [MW, II, 1.6]). On peut définir des applications
Hé : G(F) = Ag, Hpo :T'(F) — Ag
compatibles & ces homomorphismes en posant simplement
Hé(v0) =0, Hypi(8) = 0.

En choisissant une uniformisante wr de F, le groupe T"(F) s’identifie au produit de 7" (o)
et de X.(T")'F. La restriction de Hp & ce dernier groupe est injective. L’hypothése sur
¢ implique donc fIT/ (6) # 0. D’autre part, on a un isomorphisme Ag ~ Az,. Modulo cet
isomorphisme, on sait que, pour tout v € G (F) semisimple fortement régulier correspondant
4 6, on a Ha(y) = Hy/(8). Donc Ha(v) # 0. Mais, puisque K = K~o, Hg est nulle sur K,
ce qui démontre 'assertion. O

2.4. Classes de conjugaison stable. — On fixe des éléments §y € K’ et Yo € To(o)
tels que &o(y0) = do. On suppose o fortement régulier (dans C:')7 c’est—a—dire que (do,0)
appartient a D(T"). Ce couple (80,70) € D(T") N (K’ x To(0)) sera conservé jusqu’a la fin de
cette section 2 (excepté en 2.6 ol nous affaiblirons les hypothéses sur T").

Posons

Y={g9€G:go(g) ' €T¢ Yo eTr}.

L’application g — ¢~ '40g se quotiente en une bijection de Tg\‘é sur la classe de conjugaison
stable de 7o, autrement dit sur ensemble des éléments v € G(F)) tels que (8o,7) € D(T").
Rappelons que 'on définit une application

q: Y— HI’O(FF;TO,SC i} (1 - 9)(TO))

de la fagon suivante. Pour g € Y, on écrit g = 2m(gsc) avec z € Z(G) et gse, o0 7 : Gsc = G
est ’homomorphisme naturel. Pour o € T'r, on pose a(c) = gsco(gsc)”'. L’application ¢
envoie g sur la classe du couple («, (1 — 0)(z)). Elle se quotiente en une bijection

G: TO\Y/m(Gsc(F)) = HYO (D Tose =% (1 0)(Th)).

On a un diagramme de complexes de tores
(1) Tpse —— (1= 0)(To) .
Tose —>To
D’ott un homomorphisme
1,0 1-6 1,0
@ : H (FF;T075C e (1 — 9)(T0)) — H (FF;T(),SC — T()).

Le tore Tp étant non ramifié, d’aprés [KS, C.1], le groupe H"(T'p; Ty sc — To) contient un
sous—groupe

HI’O(O; TO,sc — To) = HI’O(FF/IF; TO,sc(Onr) — TO(Onr)).

On note Y. C Y l'image réciproque de ce sous—groupe par l'application ¢ o g.

LEMME. — Soit g €Y tel que g~ 'vog € K. Alors g€Ye.
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Démonstration. — On doit commencer par quelques rappels. On définit un homomorphisme
t: G(F) = H"(Tr; Tose — To)

de la fagon suivante. Pour g € G(F'), on écrit g = 2m(gsc) avec z € Z(G) et gsc € Gsc. Pour
o € Tr, on pose a(0) = gsco(gse) ™' L’homomorphisme ¢ envoie g sur la classe du couple
(ar, z). 11 se quotiente en un isomorphisme

7: Gap(F) := G(F)/m(Gsc(F)) = H"(Tp; Tose — To).
Montrons que :

(2) Les sous—groupes K, T'(0) et To(0o) de G(F) ont méme image dans G, (F), disons
G (0), et on a Z(Gap(0)) = H(0; Tosc — To).

D’aprés la théorie de Bruhat—Tits, le groupe K est engendré par T'(o), par des sous—groupes
compacts des sous—groupes unipotents de G(F') associés aux racines de Ty — le sous—tore
déployé maximal de T" — dans G, et par des relévements dans K des éléments du groupe de
Weyl WG(T). Or ces deux derniers types d’éléments (ceux dans les sous—groupes unipotents
associés aux racines de Ty dans G, et les relévements des éléements de W (T')) appartiennent
a m(Kse). Done K et T'(0) ont méme image dans Gan(F). D’aprés [MW, VII, 1.5.(3)],
T'(0) et To(o) ont aussi méme image dans G, (F'). Dans loc. cit., les hypothéses de non—
ramification sont plus fortes que celles que ’on impose ici, mais pour la propriété ci-dessus,
nos présentes hypothéses sont suffisantes. Enfin d’aprés [KS, lemma C.1.A], I'image de To(0)
dans H*° (Tp;To,sc — To) est égale a HI’O(U;TO’Sc — To). Cela prouve (2).
Soit g € Y. Alors g~ *Int,, (g) appartient & G(F). Un calcul facile montre que
poq(g) = u(g™ Ity (g)) "

Supposons ¢~ og € K. Puisque ¢~ 'vog = g_llnt»m (9)y0 et vo € I?, on a g_llnt»m (9) € K.
Donc (g™ Int., (9)) appartient au groupe H*®(0;Tosc — To), et o o q(g) appartient & ce
groupe, ce qui signifie que g appartient & Y. O

2.5. Calcul d’un facteur de transfert. On va calculer le facteur de transfert
A(d0,70). On identifie le tore dual To de Ty a T muni d’une action galoisienne tordue par un
cocycle a valeurs dans le groupe W7, ot W est le groupe de Weyl WE(T) que l'on a identifié
a WY (T) comme en [LMW, 2.2]. Le groupe 7" s’identifie a T"° et cette identification est
cette fois équivariante pour les actions galoisiennes. On doit fixer des a—data et des x—data
pour l'action de I'p sur Ty (ou ’f’o). Les extensions du corps F' qui interviennent dans la
définition de ces termes sont non ramifiées. On peut supposer — et on suppose — que les
données sont non ramifiées, c’est—a—dire que pour toute racine o de Ty dans G, I’élément a
appartient & 0™ et le caractére x, est non ramifié.

LEMME. — On a l’égalité
A(b0,70) = Arr(do,70)-

Démonstration. — On utilise la formule de [MW, I, 6.3]
(1) A(bo,70) = Arr(d0,70)A¢(0) T A (10){ (Vi vaa), (70 sc, aa)) -

Ici ¢ = ¢ (et 61 = do) puisqu’on a pris des données auxiliaires “triviales”. Les applications
Ac : T'(F) — C* et A : G(F) — C* sont des caractéres affines non ramifiés, qui valent 1
sur K’ et sur K. Puisque 6o € K’ et 7o € To(0) C K, on a

Ac(80) = Az (70) = L.



12 BERTRAND LEMAIRE & JEAN-LOUP WALDSPURGER

Il reste a calculer le produit ((Vry, Vad), (t7,,sc, Sada)) pour laccouplement

HY (T p; T se —2 Toaa) X HYO(Wr; Tose 5 Tooaa) — C.

Le terme v est 1’élément de Tp tel que vo = e, et vaq est son image dans Tp,aq. Il résulte des
définitions que v € To(0™), d’o0 vaq € Tp,ada(0"). Pour o € I'p, on a une égalité

Vr, (U) =TTy (U)nr% (WTO (U))uso (U)

Sur F*, le sous—groupe Kiy = Kec(0™) de Gsc(F™) associé a la paire de Borel épinglée
Esc de Gsc est aussi celui associé a la paire de Borel épinglée o de Gsc : cela résulte de
la définition &y = Inty—1(E) avec k € K1'%.. Il est clair qu’alors ne, (wr, (o)) € Kie. Pour la
méme raison et parce que les a—data sont des unités, on a rr, (o) € Tosc(0™). Enfin, il résulte
des définitions que I'on peut choisir ue, (o) = k™o (k). Donc Vi, (0) € K&. On sait de plus

que ce terme Vr, (o) appartient a To s (F), donc il appartient & Tp sc(0""). Alors la classe du

cocycle (Vi ,vaq) appartient au groupe H"°(0; Tp sc 1-9 To,0d), cf. [KS, C1]. Or, parce que
les x—data sont non ramifiées, le cocycle (tr,,sc, Sad) est lui aussi non ramifié, c’est—a—dire

que sa classe appartient au groupe Hl’O(W}}r,TO’SC 19 TO,ad)- On sait que l'accouplement
de deux tels cocycles non ramifiés vaut 1. Donc {(Vry, Vad), (t1y,sc, Saa)) = 1, ce qui achéve
la preuve. O

2.6. Calcul plus général. — On va calculer le facteur A(do, g~ v0g) pour g € Y. Parce
que nous en aurons besoin plus loin, affaiblissons les hypothéses sur T” : dans ce numéro,
on ne suppose plus que la donnée endoscopique T' = (T, 7", 3) pour (C~¥7 w) est non ramifiée
(en particulier on ne suppose plus “T" € €;_,,”), mais on suppose encore que T" est un
tore et que T est identifié au L-groupe “T’ de T”, c¢’est-a—dire que 1’on suppose donné un
isomorphisme
b 7 (t,w) — (th(w),w).

On suppose aussi que la donnée T est relevante, c’est—a-—dire que I'ensemble D(T”) n’est pas
vide, et on fixe un couple (§,7) € D(T’). On note Ty le commutant de G, = G7*° dans G (on
a donc Tg”Y = G7), et comme en 2.4, on pose Y = {g € G : go(g)~" € T(;g“*7 Vo € I'r}. Comme
précédemment, l'identification de T’ a LT’ nous dispense d’utiliser des données auxiliaires.
Il n’y a plus de choix naturel de facteur de transfert comme dans le cas o la donnée T" est
non ramifiée, mais, pour g € Y, le rapport A(8, g~ vg)A(5,v) " est bien défini.

Définissons la cochaine to : Wr — To/T° qui, & w € Wr, associe I'image dans Tp/T5°
de 71, (w)n(wr, (w))h(w) ™! — cf. [MW, 1, 2.2] pour la définition des deux premiers termes.

Le couple (to, sada) est un cocycle qui définit un élément de HI’O(WF;TO/Tg’O BN To,0d)-
On a un accouplement

HY (T Tome ——25 (1 — 0,)(To)) x H O (Wi To /T80 2% Ty o) — C

On définit comme en 2.4 une application

q:Y = HO(Dp; Toe —5 (1 — 0-)(To)).

LEMME. — Pour tout g €'Y, on a l’égalité
A, 97 19)AG,7) ™ = (a(9), (to, 5a4))-
Démonstration. — C’est le contenu du théoréme 5.1.D.(1) de [KS|. La formule se retrouve

aussi par un calcul sans mystére en appliquant les définitions de [MW, 1, 2.2]. O
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2.7. Comparaison de deux intégrales endoscopiques. — Reprenons les hypothéses
d’avant 2.6, c’est-a-dire la donnée T” € €y, et le couple (0,70) € D(T") N (K’ x To(o)).

Soit z € Z(G‘) Notons 77, le sous—groupe de G engendré par Té’o, par Ir et par I’élément
(zh, ¢). Le triplet T, = (T',7%,3) est une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée
pour (G, w.), ot w, est le produit de w et du caractére (non ramifi¢) de G(F) correspondant
au cocycle non ramifié de Wy a valeurs dans Z(G) dont la valeur en ¢ est 6(z)z"'. En

particulier, on définit Ié(Tz’7 60, 1%) comme on a défini I9(T", 00, 1%).
LEMME. — On a l’égalité
I9(T.,80,15) = I9(T", 60,1 ).

Démonstration. — On affecte d’un indice z les termes relatifs & la donnée T.. Quand on
remplace T' par T., la seule chose qui change est le facteur de transfert. On doit prouver
que, pour g € Y tel que g~ *v0g € Ia on a légalité A (5o, 9™ v09) = A(do, 9™ y0g). D’aprés
le lemme de 2.5, cette égalité est vérifiée si g = 1, les deux facteurs de transfert étant alors
égaux au terme Arp. Il suffit donc de prouver ’égalité

A= (50,9 09) Az (80, 70) " = A0, 9 09)A(d0,70)

ou encore, d’aprés le lemme de 2.6, I'égalité

(9(9); (to,z, saa)) = (q(9), (to, sad))-

D’aprés le lemme de 2.3, il suffit de prouver cette égalité pour g € Y.. On a introduit en 2.4
I’lhomomorphisme

1-6

¢ H"Y(Tp; Tose —= (1 —6)(To)) — H"*(Tr; Tosc — To).

Le diagramme de complexe de tores (1) de 2.4 donne dualement un diagramme de complexes
de tores

(1) TO > TO,ad

Ok

T()/Tg’o T TO,ad
Il s’en déduit un homomorphisme

(/5 : Hl’O(WF;T() — To,ad) — HI’O(WF; T()/TOQ’O i) TO,ad)-

D’aprés les définitions, on a

(tO,z7 sad) = (t07 3ad)¢’(§7 1)_17
ol z est le cocycle non ramifi¢ de Wr & valeurs dans To tel que z(¢) = z. On doit donc
prouver, pour ¢ € Y, que {q(g9),$(z,1)) = 1, ou encore que (¢ o ¢q(g),(z,1)) = 1. Or la
classe du cocycle ¢ o g(g) appartient & H'(0; Tosc — To) tandis que celle du cocycle (z,1)
appartient & H*®(Wp"; Ty — Tp.aa). On sait que ’accouplement de deux tels cocycles vaut
1, ce qui achéve la preuve. O
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2.8. Données endoscopiques pour le groupe adjoint. — On pose
Gap = G/Z(G) = Z(G)\G.

C’est un espace tordu sous Gap, et on a une application naturelle p : G — C~¥AD, Y > Yad
qui prolonge l'application naturelle p : G — Gap. La paire de Borel épinglée €& de G
se projette en une paire de Borel épinglée E,q de Gap, qui détermine un sous-groupe
hyperspécial Kaq = Kaa(o) de Gap(F). On a introduit en 2.3 un élément ¢ € Z(G, ¢€),
qui se projette en un élément €,q € Z(C~¥AD, €ad). Lensemble Z(éAD, €ad) est défini sur F
(parce que la paire €.q est), et est réduit & un point parce que Gap est adjoint. On a donc
Z(GAD, €aa) = {€aa} avec €aa € Gap(F). 1l en résulte que Gap(F) = Gap(F)eaa et que
I’ensemble I?ad = Kad€ad = €aaKaa est un sous—espace hyperspécial de Gap(F). On a les
inclusions p(K) C Kaq et p(K) C Kaa. Plus précisément, on tire des résultats de Bruhat-Tits

que p~H(Ka.a) NG(F) = Z(G; F)K, d’ott aussi
p N (Kaa) NG(F) = Z(G; F)K = KZ(G; F).

Rappelons que le L-groupe de Gap est “(Gap) = Gsc X Wr. On a fixé une donnée
T = (T',7',5) € € _ne avec § = 56, s € T, et un élément (h, ¢) € T'. Choisissons :

— une décomposition h = z,p(hse) avec z, € Z(G) et hee € Gsc ;

— un élément sy € TSC dont I'image dans G AD colncide avec celle de s.
Ici p: ésc — G est I’homomorphisme naturel, dual de P On pose §sc = sscé et on note
Tl le sous-groupe de (Gap) engendré par le groupe T8 (qui est connexe), par le groupe
d’inertie Ir C W, et par I'élément (hsc, ¢). On note Ty le tore Tp,aa/(1—0)(T0,aa). Le triplet
Tiq = (Thg, The, 3sc) est une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée pour (Gap,whq),
pour un certain caractére w,y de Gap(F) défini comme suit. Ecrivons s = z5p(ssc) avec
zs € Z(@). Légalité

0(h) = a(6)ho(s)

devient

p(sscl(hsc)) = 2n0(2n) " (25) 2 (@) p(hscd(ssc))-
L’élément )

a;,c = Ssca(hsc)¢(5sc)_1h;cl
appartient & Z(CA?sc)7 et on a
(1) plale) = zn0(zn) " d(2s) 22 a(9).
L’élément al. définit un cocycle non ramifié de Wr a valeurs dans Z (ésc) dont la valeur en ¢
est ale. La classe de cohomologie de ce cocycle, disons al. € H (Wp, Z(Gsc)), correspond au
caractére why de Gap(F). Le caractére wy, et a fortiori la classe d’isomorphisme de la donnée

T.y, dépendent des choix (de I’élement (h, @) € T et de la décomposition h = zpp(hsc)). On
reviendra plus loin sur ces choix (cf. la remarque 3).

REMARQUE 1. — A cause du z, ci-dessus, w n’est en général pas le composé du caractére
whq et de 'homomorphisme pr : G(F) — Gap(F). Soit 7., le caractére de G(F) associé au
cocycle non ramifié de Wr a valeurs dans Z(G) dont la valeur en ¢ est é(zh)zgl D’apres
(1), le caractére wyy o pr de G(F) est donné par

/ -1
Wad O PF = W1, -

Rappelons qu’a la donnée T” est associé un caractére non ramifié wé du groupe G;(F), ot l'on
a posé Gy = G/Z(G)?. Ce caractére correspond a un cocycle non ramifié a; de Wp a valeurs
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dans Z(GYy), qui est détermin(;e par la projection de aj(¢) € Z(Gy) sur Z(Gy) /(1= ¢)(Z(Gy)).
D’apreés la description de Z(Gy) donnée dans [MW, I, 2.7, on a un morphisme surjectif

(2) Z(G)/(Z(G) N T7°) x Z(Gsc) = Z(Gy),

et il suffit de prendre pour aj(¢) I'image de (zn,as.) dans Z(G‘u) par ce morphisme. La
projection naturelle G — Gy induit un homomorphisme injectif G(F)/Z(G; F)? — Gy(F)
qui, composé avec le caractére wy, redonne w. On voit aussi que wé est le produit de deux
caractéres de Gy(F) :

— le composé de wyq et de 'homomorphisme naturel Gy (F) — Gap(F);

— le caractére non ramifié de G(F) donné par I'image de (z5,1) dans Z(Gy).
En composant wj avec I’homomorphisme naturel G(F) — G4(F), on retrouve bien I'égalité
w = (Wha © PF) * 7z, - u

Continuons avec la donnée T.,. On identifie T2, au L-groupe “(17;) comme en 2.1.(1)
grace a 'élément (hsc, ¢). Il est clair que les applications & et §~0 de 2.3 passent aux quotients
et que 'on a des diagrammes commutatifs

T €0 T 7 =~ £o

b

TO,ad ? T;d TO,ad —_ Tz;d
0,ad 0,ad
Le sous—espace hyperspécial K lq de i:d(F ) associé a Kaq est le produit Th4(0) et de 'image
naturelle de K’ dans T/ (F).
On va construire d’autres données endoscopiques pour la paire (Gap, éAD). De
I’homomorphisme

2(Cse)Thse/Tose — Z(G)IY /15

se déduit un homomorphisme
H' (W3 Z(Gse) o,/ T0se) — B (Wi Z(G)T° /T5°).
On note B C HI(WF;Z(GSC)T(?’SC/T(‘?’SC) I'image réciproque par cet homomorphisme du
sous-groupe de H'(Wp; Z(G)T2°/T2°) formé des éléments non ramifiés, c’est-a-dire de
H' (Wa, Z(G)Tg’o/Tg’o). On note B™ C B le sous—groupe formé des éléments non ramifiés.
Ce n’est autre que H* (W2 Z(GSC)T&SC/T(‘?’SC). On a :
(3) tout élément de B se reléve en un cocycle de Wr a valeurs dans Z(ésc)if}?’sc, et tout
élément de B™ se reléve en un tel cocycle non ramifié.

Montrons (3). De la suite exacte

1— T(()é,sc — TO,SC — TO,SC/T(?,SC —1
est issu un homomorphisme

H' (Wr; Tosc) = H (Wr; To,sc/T0 sc)
qui est surjectif [L, p. 719]. Tout élément de B se reléve donc en un cocycle de Wr a valeurs

dans To,sc et celui—ci est forcément a valeurs dans Z(G‘sc)ﬁisc. Dans le cas d’un élément

B € B™, il suffit de relever 3(¢) en un élément de Z (ésc)fg sc bour obtenir un relévement
non ramifié de f.
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Pour chaque 8 € B, on fixe un cocycle de Wr a valeurs dans Z(égc)TgSC qui releve [ et
qui est non ramifié si 8 l'est, et ’on note encore § ce cocycle. Soit

We = Tie, w = (hse(w), w)

I’homomorphisme défini par hsc(w) = 1 si w € Ip et hsc(¢) = hsc. Pour 8 € B, on note
T7.[8] le sous—groupe de ©(Gap) engendré par T2, et par I'ensemble des (8(w)hsc(w), w) pour
w € Wp. Lapplication w — 0(8(w))B(w) ™" est un cocycle de Wr a valeurs dans Z(Gsc),
et puisque secf(hse) = alchscd(sse), pour (B’ w) € TL[B], on a

(4) Ints, (W', w) = (K'O(B(w))B(w) ™ ale(w), w);
ou on a noté w — al.(w) le cocycle non ramifiec de Wy a valeurs dans Z(Gsc) tel que
ate(¢) = ale. Alors Tog[B] = (T',TL[8], 3sc) est encore une donnée endoscopique elliptique

pour (éAD,w;d [8]), pour un certain caractére why[3] de Gap(F). D’aprés (4), wiq[0] est le
produit de w)y et du caractére de Gap(F) correspondant au cocycle w +— 0(B(w))B(w) " de

Wr a valeurs dans Z(Gsc). On voit que la données T0y[f] est non ramifiée si et seulement
si g € B™.

REMARQUE 2. — Pour g € B™, 'élément ¢ = 3(¢) appartient a Z(ésc)fgsc. Choisissons
une décomposition ¢ = z¢t¢ avec z¢ € Z(ésc) et t¢ € TOQ’SC. La donnée T.4[3] coincide avec
la donnée elliptique et non ramifiée TE;d,ZC = (Taa; Tic,2¢» 8sc) pour (GAD7w;d’ZC) introduite
en 2.7. Ici “T;C’z< est le sous—groupe de (Gap) engendré par Ti, par Ir et par (z¢hsc, @),
et wéd’zq est le produit de wly et du caractére (non ramifié) de Gap(F) correspondant au
cocycle non ramifié de Wr a valeurs dans Z(Gsc) dont la valeur en ¢ est é(zg)zg_l (puisque

0(zc)z. ' = 0(Q)¢™", on a bien wig . = whalA]). u

REMARQUE 3. — On est parti d’'une donnée Thy construite a partir de T” via le choix d'un
éléement (h, ¢) € T’ et d'une décomposition h = zpp(hsc) avec 2z, € Z(G) et hse € Gse. On
a aussi choisi un élément ssc € Tsc dont 'image dans Gap coincide avec celle de s, mais ce

choix n’a pas d’importance. Choisissons un autre élément (1, ¢) € J’, et une décomposition
h = z3p(hsc) avec zj € Z(é) et hee € Gsc. Alors h = th pour un t € Tf’o, et en écrivant
t = zep(tse) avec z¢ € Z(G‘) et ts. € T(?’SC, on obtient que I'élément ¢ = hschsl appartient a
Z(Gsc)TY .. L'élément
ale = ssc0(hsc)p(sse) e
vérifie
ale = 0(C)¢ ate.

Soit 8 le cocycle non ramifié de Wr a valeurs dans Z(G‘SC)T&C tel que B(¢) = (. En
remplagant (hsc, @) par (hsc, ¢) dans la définition de Thy, on obtient la donnée endoscopique
elliptique et non ramifiée Toy[B] = (Tag, Ttc[B], 3sc) pour (Gap,wiq[B]) définie plus haut. W

Pour 8 € B, les formules définissant le sous—groupe T..[3] C L@ Tidentifient au groupe
dual *(774). On n’a donc pas besoin de données auxiliaires. Rappelons que I’'on a fixé en 2.4
un couple (8o,70) € D(T"). Les éléments 6p,ad € T;d (F) et v0,aa € Gap (F) se correspondent,
c’est-a—dire que l'on a (dp,ad,V0,ad) € D(Thq). On normalise le facteur de transfert A[J]
associé a la donnée Ty[B] en imposant la condition

(5) A[B](00,ad,70,aa) = A(d0,70)-
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Dans le cas ou f € B™, on a aussi un facteur de transfert non ramifié pour Ti4[3], relatif
a K’ et I?;d. Des a—data et y—data fixées en 2.4 se déduisent naturellement de tels objets
pour la donnée elliptique non ramifiée To4[3]. On a alors Ar1(8o,ad, Y0,ad) = A11(do,70), et le
lemme de 2.5 montre que ce facteur de transfert non ramifié pour T.y[3] coincide avec A[B].

2.9. Un lemme sur les facteurs de transfert. — De méme que I'on a associé I’ensemble
Y & 70, on associe un ensemble Yaq & ¥0,aa. De 'homomorphisme naturel p : G — Gap se
déduit une application p: Y — Yaq. Elle n’est pas surjective en général.

LEMME. — (i) Pour € B etg€Ye, ona
A[B](80,a4, Gai 70,00980) = A(80, 97" 09)-
(it) Pour x € Yaa \ p(Yc), on a
> AlBl(0,8a, 2 Y0,0a) = 0.

BEB

Démonstration. — D’aprés la normalisation des facteurs de transfert A[S], on peut rempla-
cer I'égalité du (i) par
A(60, 9™ 709)A(80,70) " = A[B](60,ad, Gaa Y0,049ad) AlB] (60,04, 70,00) "
et celle du (ii) par
> AlBl(60,0a, 2 70,2a7) A[B](80,0d, Y0,00) " = 0.
peB

Tous ces termes sont calculés par le lemme de 2.6. Les tores et applications intervenant dans
la formule de ce lemme varient selon le cas. Avec des notations qu’on espére compréhensibles,
le (i) de I'énoncé se traduit par une égalité

(1) (a(9), (to, saa)) = (¢ada(gaq), (to,sc[B], $aa))

pour 3 € B et g € Yo, tandis que le (ii) se traduit par une égalité

() > < aa(@), (tosclB], saa) >=0
peB

pour = € Yaa ~ p(Ye). )

Commengons par prouver (2). On note simplement tosc : Wp — To,sc /Tg,sc la cochaine
correspondant & la donnée T.,, autrement dit & 3 = 1. Par construction, pour 3 € B et
w € Wg, on a

to.sc[B](w) = to,sc(w)B(w) .
L’égalité a prouver se récrit
(gaa (), (to,5c; 5a4)) Y (gaa(), (,1)) 7" = 0.
BeB
Posons
H=H""Tr Tose =5 (1—0)(Toaa)), Q= qaaop(Ye) CH.
Le sous—ensemble p(Yc) C Gap est invariant par multiplication a gauche par Tgad et a

droite par maq(Gsc(F)), ol Taq : Gsc — Gap est 'homomorphisme naturel. Il est donc égal
a limage réciproque de £ par g¢aq. Il nous suffit donc de prouver ’égalité

(3) > (h, (8,1)) =0

BEB
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pour tout h € $H\ Q. On rappelle que 'accouplement

HY (T Tose —2 (1= 0)(To,0a)) X HC (W3 Tose /Tl se =2 Tt aa)

devient une dualité parfaite si 'on quotiente le deuxiéme groupe par l'image naturelle
de Toltgd’o. Pour prouver I'égalité (3), il suffit de prouver que I'annulateur Q¥ de 9 dans
HY(We; To SC/TOASC 129 TO,ad) est le produit de 'image de B par 8 +— (3,1) et de 'image
naturelle de Tgf:d’ .

On a le diagramme

1-6
HY (T p; To e —

|

HIO(FF7T0 sc (179)(T073«d))

(1= 0)(Tn)) ——=H"*(Tp; To.ec — To) .

Le groupe £ est Pimage par ¢ de 'image réciproque par ¢ de HC (0F;To,sc — To). Duale-
ment, on a le diagramme

Hl’O(WF; TO,SC/TOQ’SC i) To,ad) .

lm&
HI’O(WF; To — TO,ad) L HI’O(WF; To/T(?’O ﬁ) TO,ad)

On a déja dit que Pannulateur de HY 0(oF,To sc — Tp) dans HMO (WF,TO — TO ad) est le
groupe Hl’O(Wﬁr; To — Tp.aa). 1l en résulte que Q est I'image réciproque par 7,/1 du groupe
engendré par l'image par ¢ de H'* (W2 ST — Tqad) et par I'image naturelle de To,gci dans

Y (Wr; To/'f’é o 2% 7, ad). Soit (usc7t) un élément de 2V, ou plutét un cocycle dont la

classe de cohomologie appartient a V. Notons u le composé de us. et de ’homomorphisme
Ty Sc/TO sc = TO/T‘9 °. Alors (u,t) est cohomologue a un cocycle (u,t), ot u est un cocycle
non ramifié¢ de Wp a valeurs dans Z(G )TO/Tg Sette To,gc{ . On peut donc fixer v € To tel
que u(w) = u(w)w(v)vi pour tout w € Wr et t = t(1 — 6)(vaa). On écrit v = 2z, p(vsc) avec
2o € Z (G) et vse € To sc. On peut remplacer le cocycle (usc,t) par le cocycle cohomologue
(ule,t') défini par ul.(w) = usc(w)w(vse) wse pour tout w € Wp et t' = = t(1 — 0)(vaa)~ L
Notons u’ le compose de ul. et de ’homomorphisme Ty SC/TO w« — TO/TQ °. On obtient
v (w) = ww)w(z,)zy ! pour tout w € Wr et t' = t. La premiére égalité implique que ul,
est & valeurs dans Z(Gsc)TO sc/TO < €t que son image dans H*(Wr; (G)T(9 O/T9 °) est non

ramifiée. Autrement dit ul, € B. L’'image de (u}.,t') dans Hl’O(WF;To’SC/TO’SC 19 Tqad)
est donc bien dans le produit de I'image de B par 8 — (3,1) et de 'image naturelle de
T;gd’o. La réciproque est immédiate. Cela prouve (2).

Prouvons maintenant (1). Le calcul que 'on vient de faire montre que le membre de droite
de Iégalité (1) ne dépend pas de 8. On peut donc y remplacer tosc[3] par tosc. Le terme
Gad(gad) étant 'image par ¢ de ¢(g), on a par compatibilité des produits 1’égalité

(gad(gad), (to,sc, 5ad)) = (a(9), ¥ (to.sc, Sad))-

Le terme ) (to,sc, Saq) est par construction égal au produit de (fo, saa) et du cocycle (¢, 1),
ou ¢ est le cocycle non ramifié de Wr tel que ((¢) = z5 (on se rappelle la décomposition
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h = zpmw(hse). Or (¢, 1) est I'image par ¢ de ce méme couple vu comme un élément de
H"Y(Wp"; Ty — Tb.a). Son produit avec ¢(g) vaut 1 puisque 'hypothése g € Y. entraine que
@ o q(g) appartient a H*(op; Tpsc — To). Cela achéve la preuve. |

2.10. Une égalité d’intégrales. — Comme on l’a dit en 2.4, I'application g — ¢~ 'yog
identifie T¢ \Y a la classe de conjugaison stable de vg. Cette classe se décompose en un
nombre fini de classes de conjugaison ordinaire (c’est—a—dire par G(F)) et ces derniéres
ont été munies de mesures qui permettent de définir les intégrales orbitales. La bijection
précédente identifie la réunion de ces mesures & une mesure sur T(‘)g\‘é, que l'on note dg. En
reprenant les définitions, on obtient 1’égalité

1) I9(T", 80, 15) :d(0*)1/2DG(%)1/2/9\ 17(97 " 709)A (0, 9~ 709)dg.
TI\Y
On a:
(2) pour g € Y, la condition g yog € K équivaut a la réunion des deux conditions
9.4 70,8dGad € Kaa et g € Ye.

Prouvons (2). Tl est clair que, si g~ 'v0g € K, on a aussi G 70,ad9ad € K.4. Puisque g € Y,
on a aussi g € Y. d’aprés le lemme de 2.4. Inversement, supposons g;dlfyo,ad Gad € I?ad. Alors
g g € Z(G; F)K, d’ott g~ 'Int,, (g) € Z(G; F)K. Supposons de plus g € Y. Comme on
la vu dans la preuve du lemme de 2.4, cela entraine +(g~ 'yog) € +(K). Or la restriction de
L a Z(G; F) est de noyau fini (égal & 7(Z(Gsc; F))). Donc 'ensemble des z € Z(G; F) tels
que ¢(z) € ¢(K) est un sous—groupe compact de Z(G; F'). Ce sous-groupe est contenu dans
le sous—groupe compact maximal Z(G; F) N K de Z(G; F) (et donc égal & Z(G; F) N K). 1l
en résulte que g~ 'Int., (g) € K, et donc que g~ 'yog € K.

Le sous-ensemble T¢\Ye C T¢\Y est ouvert. On le munit de la restriction de la mesure
dg sur T\Y. On déduit de (1) et (2) Pégalité

(3)  I9(T" b, 15) = d(67)/*D% (30)"/? / o1, Heoa 9 10:0090) (80,6 097
Ty \Yc
L’application p : Y — Y.q induit par restriction et passage aux quotients une application
surjective Tg\Ye — T4 .a\p(Yec). Le sous—ensemble Tgad\p(%ic) C T¢.q\Yaa est ouvert.
L’ensemble T ,q\Yaa est muni d’une mesure (similaire a celle sur 7 \Y), que l'on note dz.
On munit Tg’ad\p(y) de la restriction de cette mesure dz.
Notons 3 'algébre de Lie de Z(G)°. On a les suites exactes

(4) 0—3(F) = g(F) = gaa(F) =0
et
(5) 0= 3" (F) = t6(F) = 6,0a(F) = 0.

Les groupes G(F), Gap(F), TS °(F) et T(ifd(F) ont été munis de mesures de Haar dg,
dx, dgy, et dz, .. Via I'exponentielle, il s’en déduit des mesures sur les algebres de Lie
correspondantes. On munit 3(F) et 3°(F) des mesures compatibles avec les suites ci-dessus.
Le groupe (Z(G)/Z(G)?)'F (formé des points fixes de Z(G; F)/Z(G;F)? sous I'r) est une
variété analytique et son espace tangent a l’origine est g,(F)/g‘9 (F). Des mesures que 'on
vient de fixer se déduit une mesure sur cet espace tangent, que 'on reléve en une mesure
de Haar sur (Z(G)/Z(G)?)'F. On note dz cette mesure. Pour z € (Z(G)/Z(G)°)"F, on a
(1-0)(2) € Z(G; F). Notons Z(G; F)* le sous-groupe compact maximal de Z(G; F) — c’est—
a-dire 'intersection de Z(G; F) avec K ou encore avec To(0) — et Z' C (Z(G)/Z(G)?)"F le
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sous—groupe formé des z tels que (1 —0)(z) € Z(G; F)'. Alors Z' est un sous-groupe ouvert
de (Z(@)/Z(G)")F'F que I'on munit de la restriction de la mesure dz.
Ona:
(6) les fibres de l'application T¢\Ye — T aq\p(Ye) sont isomorphes a Z'; pour toute
fonction f intégrable sur Tg\%}c, on a l’égalité

/ f(g)dg = / f(z)dzdz
TE\Ye T8 sa\P(Ye) /21

ou & est un relévement quelconque de x € p(Yc) dans Ye.

Prouvons (6). Soit g € T¢\Yc. Un élément ¢’ € T§\G qui a méme projection que g dans
T8 .a\Gap sécrit de fagon unique g’ = zg avec z € Z(G)/Z(G)’. Le méme calcul que dans la
preuve de (2) montre qu’un tel élément appartient encore a Y. si et seulement si z appartient
a 2'. Cela démontre la premiére assertion. Soit g € Tg\yc, et posons v = g~ 'y0g. L’espace
tangent a T¢ \Ye en 7 est g, (F)\g(F), ot g, est I'algébre de Lie de G . Le résultat précédent
montre qu’il est isomorphe & (3°(F)\3(F)) X (gad, .y (F)\@aa(F)). Cet isomorphisme préserve
les mesures pourvu que la suite (4) les préserve, ainsi que la suite exacte suivante

0= 3"(F) = g7(F) = gad yq (F) = 0.

Or la conjugaison par g identifie cette derniére suite a (5) et cette identification transporte
les mesures sur les deux derniers termes de chaque suite. Par définition de nos mesures, 'iso-
morphisme d’espaces tangents ci—dessus préserve donc les mesures et la deuxiéme assertion
de (6) s’ensuit.

On compare facilement les termes D (7o) et DEAP (70 aq). La seule différence dans leurs
définitions est que le premier contient la valeur absolue du déterminant de 1 — ad,, agissant

sur to(F)/t5(F) tandis que le second contient la valeur absolue du déterminant de 1 — adyg g

agissant sur to,ad (F)/t .q(F). Le rapport des deux est donc la valeur absolue du déterminant
de 1 — ad,, agissant sur 3(F)/3’(F), et ceci vaut d(6*)d(0%q) " out d(05) = d(0e,,) est le
facteur de normalisation pour Gap défini comme en 2.2. Donc

(7) D%(0) = d(6")d(87a) "' D4® (70,aq)-

Soit 8 € B. D’aprés le point (i) du lemme de 2.9, pour tout g € Y, on a

A(S0, 9™ 709) = AlB](J0,ads gad Y0,009ad)-
En utilisant (6) et (7), I'égalité (3) se récrit
19(T", 60,1 ) = d(07)d(0%q) "/ *vol(2}, dz) - - -
o DGAD (’yo’ad)l/Q / lkad (x_l'yo,adx)A[ﬂ](éo, l’_l’}/oyadl’)di'.
Toe’ad\ﬂ(gc)

On peut sommer sur les § € B a condition de diviser par |B|. Mais on peut alors remplacer
Pintégration sur Tgad\p(gc) par une intégration sur Tg,ad\‘jad tout entier : la somme des
intégrales qu’on ajoute est nulle d’aprés le point (ii) du lemme de 2.9. On obtient

19(T", 60,1 ) = d(07)d(074) " *vol(2), dZ) - - -
BT Y DeAe (VO,ad)1/2/ 1z, (@7 '70,0a2) A[B](S0, 2™ 70,0a) da.
BEB Tf i \Yaa
Cela se récrit

8)  I%(T'80,15) = d(67)d(630) " 'vol(2!,d2)|B|™" Y 1942 (T}a[B], 0.0, 152, )-
BEB
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2.11. Calcul d’un volume. — Rappelons que l'on a noté Z; le sous—groupe ouvert de
(Z(G))Z(G)?)'F formé des z tels que (1 —0)(z) € K, et qu’on a muni ce sous-groupe de la
restriction de la mesure dz sur (Z(G)/Z(G)")'F — cf. 2.10.

LEMME. — On a l’égalité
vol(Z1,dz) = d(6") " d(044)|B||B™|~".
Démonstration. — Munissons To(F) et Tp,aa(F) des mesures de Haar donnant le volume 1
a To(o) et Tp,aa(0). Il s’en déduit des mesures sur to(F') et to,aa(F). Montrons que
(1) la suite exacte 0 = 3(F') — to(F') — to,ad(F) — O préserve ces mesures.

Par définition, la suite exacte (4) de 2.10 préserve les mesures. Il en résulte que la suite
(exacte)

1= Z(G; F) = G(F) & Gan(F)
préserve les mesures. On en déduit 1’égalité
vol(K,dg) = vol(Z(G; K), dz)vol(p(K), dx),
ou la mesure de Haar dz sur Z(G; F') est celle déduite de la mesure sur 3(F') via 'exponen-
tielle. Or vol(K,dg) =1 et
vol(p(K), dz) = [Kaa : p(K)] ™ vol(Kaa, d2) = [Koua : p(K)] .

Que la suite exacte 0 — 3(F) — to(F) — to,aa(F) — 0 préserve les mesures équivaut a ce
que la suite (exacte)

1— Z(C;7 F) — TO(F) — T()’ad(F)
les préserve. Or Z(G; F)NK = Z(G; F)NTy (o). Pour démontrer (1), il suffit donc de prouver
I’égalité

) [Kaa : p(K)] = [To,aa(0) : p(To(0))].
On a une application naturelle
®3) To,0a(0)/p(To(0)) = Kaa/p(K).

Elle est clairement injective. D’aprés 2.4.(2), on a I'égalité
Kaamaa(Gsc(F)) = To,aa(0)maa(Gsc (F)),

et a fortiori I'inclusion Kaq C Tp,ad(0)Taa(Gsc(F)). Mais si on a trois éléments k' € Kaq,
t' € Tp,aa(0) et g € G(F) tels que k' = t'gaa, on a gaa € Kaq donc g € Z(G; F)K et I'on peut
remplacer g par un élément de K. Donc Kaq = Tp,ada(0)p(K). La suite (3) est donc aussi
surjective et I’égalité (2) s’ensuit. Cela prouve (1).
Puisque la suite exacte (5) de 2.10 préserve les mesures, on déduit de (1) que
(4) la suite exacte 0 — 3(F)/3°(F) — to(F)/t)(F) — to,aa(F)/t) .a(F) — 0 préserve les
mesures.

Posons to = (1 — 0)(to). On transporte la mesure sur to(F)/t)(F) en une mesure sur to(F)
par Pisomorphisme 1 — @ entre ces deux espaces. Notons Ty le F-tore (1 — 0)(Tp). On en
déduit une mesure de Haar dgo sur To(F) qui par restriction donne une mesure sur Tp(0).
De méme, on note TO,ad le F—tore (1 — 0)(T0,aa), et on construit une mesure de Haar dZo
sur To,aa(F) qui par restriction donne une mesure sur Tp .q(0). D’aprés la définition de 21,
'application z — (1 — 0)(z) envoie Z' dans Tp(0), et cette application se compléte en une
suite exacte

1— 28 25 T0(0) 2 Thaa(o).
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D’aprés (4), les constructions entrainent que cette suite préserve les mesures. Comme dans
la preuve de (1), on en déduit I'égalité

(5) vol(2', dz) = vol(To(0), dgo) vol(Tv,aa (0), dZ0) ™ [To,aa(0) : p(To,aa(0))];

oit p: To — Tp,aa est ’homomorphisme naturel (déduit de p par restriction).
On vient de munir I'espace to(F') d’une mesure. Pour plus de précision, notons—la p. On
peut aussi munir Pespace to(F) de la mesure p’ tel que I'isomorphisme naturel

T(F) = (F)\to(F)
préserve les mesures. 1l résulte de la définition de p que automorphisme 1 — 6 de to(F)
envoie p' sur pu. Donc
W = | det(1 - 030 (F)| .
Munissons Tp (F) de la mesure de Haar dgj déduite de u'. Alors, par définition, la suite
(exacte)

15 Ty(F) = To(F) 2% T'(F)
préserve les mesures. Le théoréme de Lang implique que cette suite se restreint en une suite
exacte
1= To(0) = To(0) <% T'(0) — 1.
Les deux derniers groupes ayant pour volume 1, on obtient vol(Tp(0),dgs) = 1, et donc aussi
vol(To (o), dgo) = |det(1 — 0; % (F)|7"
De la méme maniére, on a
vol(To.aa(0), dZo) = | det(1 — ;9 aa (F)| 5"
Comme dans la preuve de 2.10.(7), on obtient
vol(To(0), dgo)vol(To aa(0), dZo) ™" = d(6™) ' d(0%q).
Considérons le diagramme commutatif

1 1 1

HY (W Z(Gs) T8 e /T8 0e) —— HY (WP To e /T o) ——= H (WE3 To /TE)
A ~ 5 ~ 5 d . ~ 5 d P I
H' (Wr; Z(Gs0)TE s /T8 sc) — H (W To s /T8 o) ——= H (Wr; To/Ty°)

el €2 €3

H' (Ir; Z(Gso) T8 oo /T o) — H (Ir; To e /T8 o) — H (Ir; To/T0°)

Les suites verticales sont exactes, les suites horizontales ne le sont pas. Les groupes centraux
des deux derniéres suites verticales sont respectivement les duaux de Tp .q(F) et To(F). Les
premiers groupes des deux derniéres suites verticales sont respectivement les annulateurs de
To,aa(0) et To(0). Donc les duaux de Tpaq(0) et To(o) sont respectivement les images Tm(e2)
et Im(es). L’homomorphisme f2 est dual de 'homomorphisme To(o) LN TO,ad (0). Il en résulte
que

[To.aa(0) : p(To(0))] = | ker(f2) N Im(e2)].
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Le groupe B est par définition un sous-groupe du groupe central de la premiére suite
verticale. Montrons que :

(6) on a légalité fi oei(B) = ker(f2) NIm(ez).
On a linclusion Im(f; o e1) C Im(ez2) par commutativité du diagramme. Par définition,

les éléments de B s’envoient sur des éléments non ramifies de H' (Wp; Z(G)Tgo/’f’go) A
fortiori, 'image de B par d2 o dy est contenue dans Im(c). Donc e3 o d2 o d1(B) = 0 et, par
commutativité du diagramme, fioe;(B) est contenu dans ker(f2). Inversement, on remarque

que Ir agit trivialement sur les groupes complexes Z(CAT'SC)T()@’SC/TOQ:SC, ToysC/Toé,sc et TO/T(?’O.
En notant X l'un de ces trois groupes, lfz groupe HI(IF;X) n’est autre que le groupe des
homomorphismes continus de Ir dans X. Il en résulte que fi est injectif et que ker(f2)
est le groupe des homomorphismes continus de Ir dans ker(if’()’sc/if’oé’sc — TO/T(?’O). Ce
noyau est contenu dans Z(GSC)T(?’SC/T(?’SC. Soit u un élément de ker(f2) NIm(ez). Le groupe
u(Ir) est contenu dans Z(ésc)f’g’sc/’f’gsc. Choisissons un cocycle v de Wg a valeurs dans
To,sc/T(?,sc tel que e2([v]) = u, ot [v] € H' (Wp; TO’SC/T(?SC) désigne la classe de cohomologie
de v. Introduisons le cocycle non ramifié vy" de Wg" & valeurs dans To,sc /Toé, sc tel que
v (¢) = v(¢). On a encore ez([(v3") 'v]) = u. Quitte & remplacer v par (v}")”'v, on peut
donc supposer v(¢) = 1. Mais alors v prend ses valeurs dans Z(CAT'SC)T(?SC/TOQ:SC et définit
un élément B € Hl(WF;Z(GSC)T&C/T&C). L’image 8" de 8 dans Hl(Wp;Z(G)Tg’O/Tg’O)
a pour restriction & Ir I'image de u par fa, c’est—a-dire 0. Donc 8’ est non ramifié, et 3
appartient & B. On a u = fi0e1(3), ce qui démontre U'inclusion ker(f2)NIm(ez) C froe(B).
Cela prouve (6).

On a déja dit que fi était injectif. Puisque, par définition, B"" est le noyau de e; restreint
a B, on déduit de (6) I’égalité

| ker(f2) NIm(ez)| = [B: B™].

En mettant ces calculs bout-a-bout, 'égalité (5) devient celle de énoncé. d
2.12. Le résultat. — Revenons a l’égalité 2.10.(8). Le lemme de 2.11 remplace la
constante d(0*)d(0%;)” 'vol(Z',dz)|B|™" dans cette égalité par |B™|~'. Pour 8 € B ~ B™,
la donnée T,4[B] est ramifiée. D’aprés un argument de Kottwitz (cf. la proposition de [M'W,
VII, 2.1]), le transfert & cette donnée de la fonction 13 , est nul. Donc

[G(Ta/xd[ﬂL 60,ad7 ll?dd) =0.
Pour § € B" (rappelons que [ est un cocycle non ramifié de Wr a valeurs dans
Z(G‘sc)ﬁ?’sc)), la donnée Tyy[8] est de la forme Ty, ., ou B(¢) = zt avec z € Z(Gsc) et
te TOQ,SC — cf. la remarque 2 de 2.8. Le lemme de 2.7 entraine ’égalité

1982 (T8, G0.0, 15,) = I8P (Tha, b0, 1 )-

L’égalité 2.10.(8) devient
(1) [G(Iw/7 (507 lf() = |Bm|_1 Z IGAD (T;d[ﬂL 60,ad7 lﬁad) = [GAD (Talxdv 50,ad7 lf(ad)A

BEBHF
Cette égalité (1) est vraie pour tout élément dy € K’ qui est fortement éfrégulier.

Rappelons que l'on est parti d’'une donnée T” € thfm(é, w), & laquelle on a associé en
2.8 une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée Thy pour (Gap,whq)-
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ProPoOSITION. — (i) Supposons le lemme fondamental vérifiée pour la donnée Thy et
la fonction 13 . Alors il est vérifié pour la donnée T et la fonction 15

(it) Supposons I’homomorphisme T (0) — Tuq(0) surjectif. Supposons le lemme fondamen-
tal vérifié pour la donnée T' et la fonction 1. Alors il est vérifié pour la donnée Thy
et la fonction 1z,

Démonstration. — Pour (i), on doit vérifier I'égalité 15,(6) = Ié(T'7 9,15) pour tout élé-
ment § € f’(F) qui est fortement G-régulier. Si 6 ¢ K', c’est vrai d’aprés le lemme de 2.3.
Side I?ﬂ c’est vrai d’aprés 1’égalité (1) et 'hypothése de ’énoncé.

La preuve de (ii) est similaire. On doit vérifier I'égalité 1I~<;d (9) = IGAD( ad> 0,1 ) pour

tout élément § € T/4(F) qui est fortement G'ap-régulier. De nouveau, si § ¢ K.y, c’est vrai
d’aprés le lemme de 2.3.819 € K! ad, Uhypothése de surjectivité 1mphque que 'application
K — Kad est surjective. On peut donc choisir un élément ¢ € K' tel que d,qa = 9. Cet
élément est fortement G-régulier, et on conclut en utilisant (1) comme pour (i). d

REMARQUE 1. — Rappelons que 'on a posé T = (1 —0)(Tp). En vertu de la suite exacte
1 Z(G)/(Z(G)NTo) =T — Tog — 1

et du théoréme de Lang, la surjectivité de 'homomorphisme 7" (0) — Ty (0) est vérifiée si le
groupe Z(G)/(Z(G) NTo) est connexe. 11 suffit pour cela que Z(G) soit connexe. |

REMARQUE 2. — Inversement, soit T’ = (T' T, Ssc) une donnée elliptique et non ramifiée
pour (GAD7 w) telle que le groupe sous—jacent 17" est un tore; oll w est un caractére non
ramifiée de Gap(F). On suppose que Ssc = sscé avec Ssc € TSC. Notons w le caractére de
G(F) obtenu en composant w avec ’homomorphisme naturel G(F') — Gap(F). Il est trivial
sur Z(G; F) donc a fortiori sur Z(G; F)?. Choisissons un élément (hsc,¢) € I, et posons
5 = ﬁ(ssc)é c T et h = p(hsc); ot (rappel) p : Gsc — G est I’homomorphisme naturel.
Soit T’ le sous—groupe de G = G x Wr engendré par 70 °, par Ip, et par (h, ). C’est une
extension scindée de W par 70 *° . qui définit un cocycle de Wr a valeurs dans wo = W‘9 ou
W = WG( ) est le groupe de Weyl de G. Notons Tp le F—tore T muni de 'action galoisienne
tordue par ce cocycle. Alors T = (T',T’, 3) est une donnée endoscopique elliptique et non
ramifiée pour (é,w), et T” coincide avec la donnée T,4 pour (é AD,w) associée & T' comme
en 2.8 (via les choix de h = p(hsc) et ssc) ; en particulier on a w = wiy. [ ]

3. Réduction au cas du changement de base pour PGL(n)

3.1. Les hypothéses (suite). — On continue avec les hypothéses et notations de 2.1.
D’aprés le point (i) de la proposition de 2.12, on est ramené & prouver le théoréme de 2.2
dans le cas ot GG est adjoint. Dans toute cette section 3, on suppose que G = Gap.

Onafixé &, K = K¢ et K= K~ = ~vK. Puisque G est adjoint, le groupe K est uniquement
déterminé a conjugaison prés par G(F'). Cela entraine que I'espace tordu K est uniquement
déterminé a conjugaison prés par G(F). En effet, pour toute paire de Borel épinglée &' de
G définie sur F', le sous—ensemble Z(C~¥7 & c G nlest pas vide, il est défini sur F', et c’est
un espace principal homogene sous Z(G) = {1}. Par conséquent Z(G, &) = {ee'} pour un
élément egr € G( ), et Kereer = egrKer est 'unique sous—espace hyperspécial de G( ) de
groupe sous—jacent Kg/. On pose € = e¢ et 6 = Intg(€). On a les identifications

G=Go, K=Kb0.
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Puisque G est adjoint, pour T = (T”,7",5) € €;_nr, la torsion centrale définissant I'espace
tordu 7" est triviale : on a T’ = T" x Z(G, €), Vélément ¢’ = (1, ¢) est dans T'(F), et 0’ = Int,/
est I'identité de T’. L’espace K définit un sous—espace tordu K’ de T'(F) de groupe sous—
jacent K’ = T(o0), qui est donné par K’ = K'¢’. On a les identifications

=79, K =K¢
Le choix d’un élément (h,¢) € T' permet comme en 2.1.(1) d’identifier T’ & “7’. Puisque
G = Gsc, on a h = he (c’est-a—dire que l'on peut prendre z, = 1 dans la décomposition

h = zpp(hsc)). Pour (8,v) € D(T’), la formule de [MW, I, 6.3] — cf. 2.5.(1) — pour le
facteur de transfert A(d, ) se simplifie en

(1) A(6,7) = A (0,7)((V1y, Vaa), (t1y 505 Sad)>_l‘

Ici T est le commutant de G dans G (on a G, = Tg”’O)A Les caracteéres affines non ramifiés
Ae : T'(F) — C* et A, : G(F) — C* valent 1 sur K’ et K, et comme par construction
ils prolongent les caractéres triviaux de T"(F) et G(F) (a cause de notre identification de
L avec T’, et du fait que 'on a pris z;, = 1), on a 5\< =1et 5\z = 1. Bien siir dans cette
formule (1), le cocycle non ramifié t7, sc de Wp a valeurs dans To,sc = ’f’o est défini & Daide
de ’élément hse = h.

On sait que l’existence d’une donnée T’ € €;_,,, implique que le groupe Gap est d’un type
bien particulier, décrit en [LMW, 5.2|. On reprend ici la construction de loc. cit., mais du
coté G = Gap, et en procédant dans le sens inverse, c’est-a-dire en partant du cas général,
et en se ramenant par étapes successives au cas du changement de base pour PGL(n). Le
résultat de loc. cit. ne sera utilisé que dans la derniére étape (3.6).

Notons A le diagramme de Dynkin de G. L’action de I'r sur G(F) induit une action sur
A, qui se factorise en une action de Gal(F™ /F’) et est complétement déterminée par Paction
de ¢. De méme, l'action de € sur G(F) induit une action sur A, qui commute a celle de ¢.
On note Q le sous—groupe de Aut(A) engendré par ¢ et 0, et on s’intéresse a I’action de 2
sur ’ensemble des composantes connexes de A.

3.2. Premiére réduction. — Soient Ay, ..., Ay les Q-orbites dans 'ensemble des com-
posantes connexes de A. A la décomposition

Aa=A]] - J]a«

G =Gy x--xGy,

qui est définie sur F' et f-stable. Pour i = 1,...,d, on note 6; € Autr(G;) la restriction de
0 & G;. La paire de Borel épinglée € de GG se décompose en € = &1 X -+ X Eq, ou &; est une
paire de Borel épinglée de GG; définie sur F'. On a

K:K1X~~~XKd, KZ'ZIKZ'(O),

ol K; est le o—schéma en groupes lisse de fibre générique G; associé & &; par la théorie de
Bruhat-Tits. Pour i = 1,...,d, on pose Gi = G/([];; Gi). Alors on a la décomposition

correspond une décomposition

G:é1><--~><éd.

On a donc B B _
Z(G,E) = Z(Gl,gl) X X Z(Gd,gd).

Pour i =1,...,d, on pose 0; = Int&, (cg,). On a les identifications

Gi = Gib:, K;=Kib;.
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Notons w; la restriction de w au sous—groupe G;(F) de G(F). Alors on a la décomposition
Qst—nr(éMU) == Qst—nr(éhwl) X X @t_m(éd,wd).

Comme les facteurs de transfert et les intégrales orbitales (ainsi que tous les autres termes)
dans D'égalité (1) de 2.2 sont compatibles aux produits, on peut supposer d = 1.

3.3. Deuxiéme réduction. — On suppose dans ce numéro que le groupe §2 opére transiti-
vement sur les composantes connexes de A. Soient A1, ..., A, les f—orbites dans I’ensemble
de ces composantes connexes. Puisque ¢ et § commutent, ces ensembles A; sont permutés
transitivement par ¢, et on peut supposer que

¢(Ai+1)IAi, 7::1,..47q—1.
On a donc ¢(A1) = Ay, et ¢9(A1) = A;. A la décomposition

a=A]...]]a,

G=G1x- %Gy,

qui est définie sur le sous—corps Fi de F™* formé des éléments fixés par ¢1 = ¢? (c’est—a—dire
la sous—extension de degré ¢ de F™"/F). Pour i = 1,...,q — 1, on identifie Gi+1 a G1 via ¢".
Pour (z1,...,24) € G1(F)*?, on a

o(x1,...,xq) = (o(z1),...,0(2q)), o €Tp = Gal(F/F1),

correspond une décomposition

et
¢j(x1, e ,qq) = (1’1+]', . ,xq,(zbl(xl), e ,¢1(:cj)), ] = 1, ey q = 1.
Autrement dit, on a
G = Resp, /r(G1),
ot Resp, ,r désigne le foncteur « restriction & la Weil ». Puisque 6 est défini sur I’ et commute
a ¢, avec I'identification G = G}? ci-dessus, on a 0 = 0?“ pour un Fi—automorphisme 6, de
G1. Posons G1 = G161. C'est un G'1—espace tordu défini sur Fi, et on a

é == ReSFl/F(él)A

Le plongement diagonal ¢ : G1 — G = G est défini sur Fi, et il se prolonge en un mor-
phisme d’espaces tordus

PG — @7 9161 — 1(g1)0,
qui est lui aussi défini sur Fy. On a
(G (F) = G(F),  1(Gi(Fy)) = G(F).
En d’autres termes, ¢ induit un isomorphisme de groupes topologiques
Ly s Gh(F)) = G(F),
et 7 induit un isomorphisme d’espaces topologiques tordus
ir, : Gi(F)) = G(F).
On a donc le

LEMME 1. — Deux éléments v1, 31 € C:'l (F1) sont conjugués dans G1(F1) si et seulement
st les éléments I(y1) et I(71) de G(F) sont conjugués dans G(F).
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Ecrivons
B=B1 x:---xByg, T=T1x:--x1T,.

On a B = Resp, /p(B1) et T = Resp, /p(T1), et (B1,T1) est une paire de Borel de G définie
sur F. La paire de Borel épinglée € de G se décompose en € = £1 X --- X €, ou &; est une
paire Borel épinglée de G; de paire de Borel sous—jacente (Bj, T;). La paire £; est définie sur
Fy, et avec I'identification G = G*? ci-dessus, on a £ = €4_1 = -+ = &;. Posons 01 = 0y,
et soit Ky le 01—schéma en groupes lisse de fibre générique G associé & &; par la théorie
de Bruhat-Tits. Le groupe K; = X1(01) est un sous—groupe hyperspécial de G1(F1). Par

construction, on a K = Reso, /o(X1), d’ott t(K1) = K. De plus, puisque Z(G1,8&1) = {01}, le
groupe K est 6;—stable, et posant Ky = K161, 0n a Z(I?l) =K.

Le groupe G est quasi-déployé sur F' et déployé sur une extension non ramifiée de F.
Le groupe G est quasi-déployé sur F} et déployé sur une extension non ramifiée de Fi. Le
L-groupe “G = G x Wp s'obtient & partir du L-groupe *G; = Gy % Wr, en munissant
G = G? de Vaction galoisienne o — o¢ (o € I'r) donnée par :

— oag=0q, ® --Qoqg, sioc €l'p;

— ¢G(x17‘--7xQ):(m27"‘7xQ7(¢1)G1(x1))' . N
Notons que puisque le groupe d’inertie Ir = I, opére trivialement sur G (resp. sur Gy), la
premiére égalité est impliquée par le seconde.

REMARQUE. — L’action galoisienne ci—dessus s’obtient en identifiant la i—éme composante
Gi1de G=G{9 (i=1,...,q) au groupe dual de la (¢ — i + 1)—composante G1 de G = G{'“.
Si on l'identifie & la i—éme composante G de G = G}'?, on obtient

¢c (1, 2q) = ((91)61 (Tq), 22, - Tg—1).
On passe d’une action galoisienne a lautre via 'automorphisme (z1,...,zq) = (zq,...,21)
de G. [ |

Notons wy le caractére wor de G (F1). Soit Ty = (17,77, 31) un élément de th,m(él,wl).
On reprend les hypotheses habituelles (cf. [LMW 2. 6]) Paction (¢1)q, de ¢1 = ¢? sur
G stabilise une paire de Borel épinglée & = (Bi1,T1,{Ea Yaca,) de G, et on note 6,
I'automorphisme de G1 qui stabilise 81 et commute a ’action ga10151enne oo, (el pl)
L’automorphisme Ints, de G stabilise la paire de Borel (B;,T1). On a donc 5 = s161
pour un élément s; € T3. Choisissons un élément (h1,¢1) € T1. 1l définit un isomorphisme
T — LTl Posons h1 = h1¢1 € G1 Wr,. On a I’égalité dans GlWF191 GlélWFl

S51h1 = a1(¢1)h151,
ol a1 € Z(G1) définit la classe de cohomologie non ramifice a; € HY(Wr,, Z(G1)) corres-

pondant & wi. Posons & = &, x -+ x &. C’est une paire de Borel épinglée de G, qui est
stable sous 'action ¢g de ¢ sur GG et aussi sous l'action de 'automorphisme 0 = H?q. Soit

§:(§1,...,§1)€éé—( 1)

L’automorphisme Ints de @ stabilise la paire de Borel (B T ) sous—jacente a é, etonasd=sl
avec s = (s1,...,81) € 17°9. Soient

h=(1,....,1,m)eqG, a(®)=(1,...,1,a1(¢1)) € Z(Q).

L’élément a(¢) définit la classe de cohomologie a € H' (W, Z((G)) correspondant & w. Posons
h = h¢ € GWg. Alors h? = (hi1,...,h1)¢1, et on a I'égalité dans GWrl = GOWr

sh = a(¢)hs.
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Notons T’ le sous—groupe fermé de “G engendré par G5 = (él)gxlq, par I et par (h, ¢). Pour

(z1,...,2q) € Gs, ona
(hy @) (1, ..., 2q)(h,®) " = (waxy " xszsy ..o zqx,ty hagn (w1)hy Tay ).

Puisque T} est une extension scindée de Wr par (G1)s,, on en déduit que T’ une extension
scindée de Wr par G's. Notons que T’ ne dépend pas du choix du Frobenius ¢, ni du choix
de I’élément (hq, ¢%) € T1.

Posons T" = Resg, /p(T7). C’est un tore défini sur F' et déployé sur F"". Par construction,

le triplet T' = (T”, 7", 5) est une donnée endoscopique elliptique et non ramifiée pour (G,w).

De plus, I'élément (h, ¢) € T’ définit un isomorphisme T/ —» LT,
LEMME 2. — La classe d’isomorphisme de la donnée T’ ne dépend que de celle de la donnée
Ty, et l’application
Qst—nr(Gth) — Qst—nr(G7w)7 Tl/ = T/
ainsi définie est bijective.

Démonstration. — Soient T] = (T7,77,31) et T7' = (T1',T7,57) des données endoscopiques
elliptiques et non ramifiées pour (éhwl)7 telles que les groupes T et T} sont des tores.
Soient T" = (T",7",8") et T" = (T",7",5") les données endoscopiques elliptiques et non
ramifiées pour (G,w) associées & T" et T" par la construction ci-dessus.

Supposons tout d’abord que les données T et T}  sont isomorphes : il existe des éléments

r1€Gi etz € Z(él) tels que
:vliTixfl =77, xléllel = 2157,
Soient z = (x1,...,21) € G et z = (z1,...,21) € Z(G). Alors on a
zT'z7 ! = T, 2§zt = 5",
et les données T” et T" sont isomorphes. D’oli la premiére assertion du lemme.
quposons mz}intenant que les données T” et T" sont isomorphes : il existe des éléments
z € G et z € Z(G) tels que
a7 2™ = T, w5zt = 25,
D’aprés la premiére assertion du lemme, on peut supposer que 3 = s10 et 3/ = sY6, pour
des éléments s, s7 € T1. On a donc
§=450, §= (s1,...,81),
et .
§'=5"0, " =(s),...,s7).
Choisissons un élément (h}, ¢1) € T, et posons
R =h¢, K =(1,...,1,h)ed.
De méme, choisissons un élément (hY, ¢1) € T7, et posons
R =n"¢, h'=(1,...,1,h)) eq.
Par construction, on a (h',¢) € T’ et (b, ¢) € T”, et
(W, ¢)x™" = (yh", )

pour un élément y € Gy = ((Gl)glll)xq. Ecrivons

= (z1,...,2q), 2= (21,--,2¢9)s, Y= (Y1,---,Yq)-
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Pouri=1,...,q,onax; € G‘l, z; € Z(él) et y; € (Gl) . On obtient :

— xix;rll =y, pourt=1,...q—1;

— zghigr(z1) = yght.
On en déduit que

zihigi(z) ™ = ghi, G=y1--yg.

Pulsque 7 appartient & (G1)s , on obtient que xﬂ'ixfl = J7. Comme d’autre part on a
xlslxl = 2157, les données T et Ty sont isomorphes. Cela prouve que I'application du
lemme est injective.

Il reste & prouver qu’elle est surjective Soit T" = (T',7",3) € E;_n,. On peut supposer
que 5 = s pour un élément s € T = T7°°. Choisissons un élément (h,¢) € T, et posons
h = h¢ € GWp. On a légalité 5h = a/(¢)hs dans GWrh = GOWr, on a est un cocycle
non ramifié de W a valeurs dans Z(G) dans la classe a. Puisque les cocycle a et a’ sont
cohomologues, il existe un element z € Z(G) tel que a'(¢) = 2~ ¢(2)a(¢). Quitte & remplacer
5 par z3, on peut supposer a’ = a. Ecrivons

s:(817"'7SQ)7 h:(h17"'7h‘Z)7

suivant la décomposition G = G*9. Alors Péquation sh = a(¢)h3 s'écrit :

- Szél(h,) = hi8i+1 pour 1= 174 ey q — 1;

— 01 (hq) = a1(P1)hqgd1(s1). R B R
Soit @ = (1, h1,hiha,...,hi---hg—1) € G. Alors en posant h = hi ---hg—1 € G1, on a

izt = (s1,...,51)0, z(h,d)z"" = ((1,...,1,h), ),
et en posant §; = 5101 et hy = he1, on a I’égalité dans 61WF1(§1 = G191WF1
S51h1 = ai1(¢1)hi51.

Soit T le sous-groupe fermé de “Gy engendré par (G1)s,, par Ir et par (h,¢1). Cest une
extension scindée de Wp, par (G1)s,, et en notant T} le tore défini sur F} et déployé sur
F™ tel que 77 = (G1)s muni de action (¢1)7; de ¢1 donnée par (h, 1), on obtient une

donnée endoscopique elliptique et non ramifiée T7 = (77, T1, 31) pour (C~¥1, w1). Cette donnée
s’envoie sur la classe d’isomorphisme de la donnée T’ par 'application du lemme, qui est
donc surjective. O

Revenons a la situation d’avant le lemme 2. Rappelons que 7" = Resp, / #(T7). On identifie
T" & (T7)*? comme on I'a fait pour G, et on note
ST = T = (T}) "
le plongement diagonal. 1l est défini sur F; (tout comme lidentification 77 = (77)*9). Du
plongement & : 71 = (G1)s, — 11 se déduit par dualité un morphisme

fl : T1 — Tll ~ Tl/(l — 91)(T1).

Ce morphisme n’est en général pas défini sur Fi, mais il vérifie o(&1) = &1 o Int -) pour

am(
E
tout o € I'ry, ol 0+ apy (o) est le cocycle de I'r; & valeurs dans W = w defini par
IntaT{(c,) o a(él) = 51- Ici Wi est le groupe de Weyl WGl(Tl) de G1, que l'on identifie a
WS (T1). On pose
T{ =T] x Z(G1, &) = T10;, 0] =idy.
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De la méme maniére, du plongement é = é?q : 1" = G5 — T se déduit par dualité un
morphisme
€T =T ~T/(1-0)(T)
qui vérifie o(§) = £ o Int,,, () pour tout o € I'p, ot 0 + agr (o) est le cocycle de T'r &
valeurs dans W? = W donné par
— ari(0) = (ag(0),...,ar(0)) sio € I'py,
—ar (@)= (L. Lag(6). A
Ici W est le groupe de Weyl W (T') de G, que P'on identifie & W (T"). On pose
T =T x Z(G,&) =T¢, 6 =idyp.
Le morphisme ¢/ : T{ — T se prolonge trivialement en un morphisme d’espaces tordus
P T 40 e ()
qui est lui aussi défini sur F;. On a
J(TI(FY) = T'(F), 7'(Ti(Fy) = T'(F).

Le diagramme suivant

(1) Th —>£1 Ty

T—§>T/

est commutatif. Le morphisme i =7’ x 7 : T{ x G1 — T x G est défini sur Fy, et il induit
un isomorphisme d’espaces topologiques tordus
fir, : TL(F)) x Gh(Fy) — T'(F) x G(F).

On sait que les données T4 et T’ sont relevantes. Les choix effectués plus haut permettent
de définir des facteurs de transfert normalisés

Ay :D(TY) - C* A:D(T') = C*.
LEMME 3. — Le morphisme [ir, induit par restriction une application bijective

D(TY) — D(T).
De plus, pour (31,71) € D(TY) et (6,7) = fir, (31,71) € D(T'), on a
A1(61,7m1) = A6, 7).

Démonstration. — La commutativité du diagramme (1) assure que fir, envoie D(T) dans
D(T"), et il s’agit de vérifier que 1’application obtenue D(T) — D(T") est surjective. Un
élément (8,7) = (¢'0’, g0) de T'(F) x G(F) est dans D(T") si et seulement s’il existe un x € G
tel que z'g0(x) € T et £(x gl(x)) = ¢'. Ecrivons = = (21, ..., 2,). Comme ¢’ = //(g}) et
g=1t(g1) avec g1 € T{(F1) et g1 € G1(F1), pouri=1,...,q,0n a

w7 'gi01(zi) € Ty, &i(w7 ' gras) = g1

Donc (9101, 9101) € D(TY), et jir, (9101, 9161) = (3,7).

Quant a l'égalité des facteurs de transfert, il s’agit de vérifier que chacun des deux
termes a droite de I'égalité (1) de 3.1 pour (d1,71) coincide avec le méme terme pour (9, ).
Commencons par le terme Ar. On note 71,0 le tore maximal 77 de GGi muni de l'action
galoisienne tordue par le cocycle o +— oy (o) de I'p, a valeurs dans I/Vfl7 et Tp le tore
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maximal 7" de G muni de 'action galoisienne tordue par le cocycle o — ar/(0) de I'r a
valeurs dans W?. Soit Y (To,1) 'ensemble des racines de Tp,1 dans l'algébre de Lie de G. On
définit de la méme maniére 'ensemble (7o), et on identifie 3(7p,1) & un sous—ensemble de
¥(Tp) via le Fi—plongement x +— (1,...,1,2) de Tt dans T'. Alors on a
q—1
S(To) = [ ] ¢*(5(T1.0)).
i=0
On fixe des a—data et des x—data non ramifiées pour l'action de I'r, sur T1,. Elles définis-
sent des a—data et des x—data non ramifiées pour l'action de I'r sur Tp, et par définition du
facteur Arq, on a I'égalité
Ay 11(61,71) = An(d,7).
Reste a traiter le second terme & droite de 'égalité (1) de 3.1. Soit un couple (a1, t1) formé
d’un cocycle o — ai(o) de I'p, & valeurs dans leo,sc = leo et d’un élément ¢ € T1,o,ad,

définissant une classe de cohomologie dans Hl’O(WF; leo,sc & TI,O,ad)~ A ce couple on
associe comme suit un couple («,t) formé d’un cocycle de Wr a valeurs dans To,sc = To et
d’un élément ¢ € T()’ad :

— a(o) = (a1(0),...,a1(0)) pour 0 € Wg, ;

— a(d) =(1,...,1,01(¢1));

— t=(t1,...,t1).

~ 1—6 ~
Ce couple définit une classe de cohomologie H"?(Wg; Tosc —— Tb.aa), et application
(a1,t1) = (a,t) induit un isomorphisme

~ 1-6 ~ ~ 1-0 ~
1,0 Y1 1,0 . 2l
H""(Wp;Th,05c — T1,0,0a) — H " (Wp;To,se — T0,ad)-

On a aussi un isomorphisme

1,0 1—6+, ~ 11,0 1-64
H " "Tp;T0sc — Ti0ad) — H " (Up;To,s5c — T0,ad),

en dualité avec le précédent. Ah = hisc € G‘l,sc = G‘l est associé un cocycle non ramifié
iy g,sc de Wr a valeurs dans Tl,O,sc = Zf’l,o7 et A h = hse € ésc = (3 est associé un cocycle
non ramifié tr, sc de Wr a valeurs dans To,sc = To (cf. [MW, 1, 6.3]). On vérifie que les
éléments (1, o,sc, S1,ad) €t (t1y,sc, Sad) se correspondent par le premier isomorphisme, et que
les éléments (VTl,ov V1,0,ad) €t (Viy,, Vaa) se correspondent par le second. |

Soit (61,71) € D(TY), et soit (6,7) € D(T') 'élément fir, (51,71). On a
Gy =Resp /r((G1)y,)-

On identifie G4 a (G,)*? comme on l'a fait pour G. Cette identification est définie sur Fr,
et le plongement diagonal ¢ : G1 — G induit par restriction un morphisme ¢ : (G1), — G
qui n’est autre que le plongement diagonal. Il est défini sur Fi, et on a

by ((G1)r (F1)) = G (F).

Via tp, : Gi(F1) — G(F) et ty,p, : (G1)yy (F1) — G, (F), les mesures normalisées
définissant les intégrales orbitales ordinaires sur G1(Fy) et sur G(F) se correspondent, et
comme

D% (m) = DC(v),

on a

19y 01, foim) = I9(f,w,y),  f € CZ(G(F)).
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On a aussi
a(o7) = d(o")
et
ir (K1) =K, ip(K) =K.
Gréace aux lemmes 1, 2 et 3, on en déduit que pour prouver le lemme fondamental pour les
données T € €;_n:(G,w) et la fonction 15 (théoréme de 2.2), il suffit de le faire pour les
données Ty € €—n:(G1,w1) et la fonction 17 .
On peut donc supposer g = 1.

3.4. Troisiéme réduction. — On suppose dans ce numéro que 'automorphisme 6 opére
transitivement sur les composantes connexes de A. Soient Aqi,..., A, les ¢-orbites dans
I’ensemble de ces composantes connexes. Puisque ¢ et § commutent, ces ensembles A; sont
permutés transitivement par @, et on peut supposer que 0(A;11) = A;pouri=1,...,7r—1.

A la décomposition
a=A]...]]a.

G=G1x--xGr,

qui est définie sur F et §-stable. Pour ¢ = 1,...,r — 1, on identifie G;4+1 & G1 via 6. Avec
ces identifications, le F—automorphisme 6 de G = G;" est donné par

correspond une décomposition

O(xl,...,x,n):(x274447xr,01(x1)), xiGGh

oil 01 est le F-automorphisme de G1 donné par 0|, . Quant & automorphisme ¢ de G(F),
puisqu’il commute a 6, il est donné par ¢ = ¢" pour un automorphisme ¢1 de G1(F) qui
commute & 01. En d’autres termes, pour (z1,...,2,) € G(F) = G1(F)*", on a

o(x1,...,zr) = (o(x1),...,0(zy)), o €Tlp.

On pose G1 = G10;. Le groupe (&1 est quasi-déployé sur F' et déployé sur une extension non
ramifiée de F', et G1 est un G1—espace tordu défini sur F'.

On procéde comme dans [AC, chap. 1, 5]. Pour une fonction f € C°(G(F)), on note f5 €
C°(G(F)) la fonction définie par fo(g) = f(gh), g € G(F). Soit une fonction f € C(G(F))
telle que fp est de la forme fy = 91 ® -+ ® p, pour des fonctions p; € CF(G1(F)). Pour
v=g0eG(F)etzeGF),ona

flaye) = o1y gima) - o (21 groamn)or (21 g0 (1)),
ou l'on a posé g = (g1,...,9r) et x = (x1,...,2,). Posons
¥ =901 €Gi(F), g=g1-- gr.
Posons aussi
Gi=91...9i, t=1,...,7—1
Pour = = (z1,...,2,) € G(F), on 2~ vz = v si et seulement si
— xi_lgi:viﬂ =gipouri=1,...,r—1,
— a7 'g:01(21) = gr;
c’est—a—dire si et seulement si
— Tit1 =§f1x1§i pour i =1,...,r —1,
— x1g91(x1) =g.
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Posons

zy = (1,G1,...,Gr—1) € G(F).
Le plongement diagonal ¢ : Gi — G}" = G est défini sur F, et le morphisme Int,, ot
induit un F—isomorphisme de (G1)7 sur G7. On en déduit en particulier que «y est fortement

régulier (dans é) si et seulement si 7 fortement régulier (dans 51) Dans ce cas, le morphisme
Int,., o¢ induit un F-isomorphisme de (G1)5 sur G, que 'on note ¢,.

REMARQUE 1. — On a
Into, () = (L,...,1,9)6,

et l'isomorphisme

g0 i G — Ga,1ge C (Gi5)™"

n’est autre que celui donné par le plongement diagonal. |

LEMME 1. — Deuz éléments v = g0 et v = ¢'0 de é(F) sont conjugués dans G(F) si et
seulement si les éléments ¥ = gb1 et ¥’ = g'01 de G1(F) sont conjugués dans G1(F).

Démonstration. — D’aprés la remarque 1, v et 4" sont conjugués dans G(F) si et seulement
il existe un © = (z1,...,z,) € G(F) tel que

z(1,..., 1,90 =(@1,...,1,7).

Puisque 0(z™') = (z3%, ..., 27, 01(z1)7 ), on a x, = - = x1, cest-a-dire = 1(x1), et
21g01(x1)"" = 7/, c’est-a~dire 1527 = 7. D’oit le lemme. O

Le caractére w de G(F) se décompose en

W=w1 ®- - Qwr

pour des caractéres w; de G1(F). Soit W le caractére produit wi---w, de G1(F). Pour
v = g0 € é(F) fortement régulier, on a w; o Intg—1 = w; (i = 2,...7), et le caractére
w est trivial sur G (F) si et seulement si le caractére @ est trivial sur (G1)5(F).

Soit dgi la mesure de Haar sur G1(F) telle que dg = (dg1)®" (mesure produit). On munit
lespace C°(G1(F)) du produit de convolution donné par

w*tp'(x):/c( )tp(gl)w'(gflx)dgu 0, € CZ(G1(F)).
(F

Soit v = g0 € G(F) fortement régulier (dans G). Soit dg1 5 une mesure de Haar sur le
centralisateur connexe (G1)5(F), et soit dgy la mesure de Haar sur G (F') déduite de dgi 5

par lisomorphisme ci-dessus. On suppose que le caractére w est trivial sur G- (F). Alors

lintégrale fGW(F)\G(F) w(x)f(xflvx)(gc—”: est égale &

/ wi(21) - wr (@)1 (27 ' gr1me) - - or(@y grb (1)) £2.
G (F)\G1(F)*" K

En posant (changement de variables)
— Y1 =72,
— Yy = x;j1g¢,1x¢ pour ¢ =2,...,r,
on obtient

xl:g;—llyly’b (7;:27...77')7
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et lintégrale ci-dessus devient
Lo o s 100300 ) )
o1(y2) o1 (yr)er (e ty oy 901 (3) s dyz - dys
Pouri=1,...,r — 1, soit ¢} € CX(G1(F)) la fonction définie par
©; = (wis1 - wr)pi.
Soit f € C°(Gh(F)) la fonction définie par
o) =B(y), T=¢r* - * 1%
Alors on a

w@)f(e™ @)z = erw) ™ fg,), @) fyr ) 72
/GW(F)\G(F) dar Jenstrneam 1 e

ou la constante c(y,w) € C* est donnée par
c(y,w) = wa(g1)ws(g2) - - wr(gr-1),
c’est—a—dire par
e(7,w) = w(a).
On a noté g 'agébre de Lie de G, et soit g celle de G-, (on suppose toujours que ~y est

fortement régulier dans é) De méme, on note g; et g1 5 les algébres de Lie de Gy et Gy 5.
Rappelons que l'on a posé

DY(y) = |det(1 — ady; g(F)/g+(F))|r
On pose aussi
D (5) = |det(1 — ady; g1(F)/g1.5(F))|r-
LEMME 2. — On a l’égalité
D%(y) = D' ().
Démonstration. — Quitte & conjuguer v = g0 par z, € G(F), on peut supposer que
g=1(1,...,1,3), ou (rappel) on a posé § = g1 - - gr. Le F-endomorphisme ad, de g = g;*"
est alors donné par la matrice r X r par blocs (ou chaque bloc est un F—endomorphisme de
1)

1 —1 0 s 0
0 1 —1
A= .
. 0
0 0 1 -1
—ady O -+ 0 1
En multipliant A & droite par la matrice r X r par blocs
1 0 - 0
ady 1 0 -+ 0
B= S0 . |

ads 0 -~ 0 1
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on obtient la matrice triangulaire supérieure r x r par blocs

l—ads -1 0 - 0

0 1 :

AB = : Lo
: 1 -1

0 e .o 0 1

Puisque v est semisimple, I’algébre de Lie g, coincide avec le centralisateur
{X €g:ad,(X) =X}
De méme g1 5 coincide avec {X1 € g1 : ad5(X1) = X1}, et on a
gy ={(X1,.... X1): X1 € g5}

La matrice B est inversible, et elle induit un F—isomorphisme de g1 5 x {0} x --- x {0} sur
gy. D’ou le résultat (par passage aux points F-rationnels), puisque le déterminant d’une
matrice triangulaire par blocs est égal au produit des déterminants des blocs diagonaux. [

Posons
761 (7., f) = DE1 (7)/ w(m)f(a:l_lixl)—d‘zlﬁ.
G1,5(F)\G1(F) '

On a donc 'égalité

(1) ey, )%y, w, f) = 1903, @, f).
REMARQUE 2. — D’aprés la remarque 1, on a

c(r, ) I (v,w, ) = T9((1,..., 1,8)8,w, f),

ou, pour définir l'intégrale orbitale de droite, on a pris comme mesure de Haar sur
Ga,...1,50(F) I'image de dgi par 'isomorphisme

t,1,9)0 - Gia(F) = Ga,.1,50(F), 1= (@1,...,21). [ ]

La paire de Borel épinglée & = (B,T,{Ea}taca) de G = G;" est définie sur F et 6
stable. Elle se décompose en € = &; X --- X & pour une paire de Borel épinglée &1 =
(B1,Ti,{Ea}aca,) de Gi, définie sur F et @i-stable (i.e. on a Z(G1,&1) = {61}). Le
sous—groupe hyperspécial K de G(F) associé a & se décompose en K = K", ot K est
le sous—groupe hyperspécial de G1(F) associé¢ a €;. Ce dernier est 6;-stable, et 'on pose
I?l = Ki6:. Soit f = 1;. Alors ¢ = fg est la fonction caractéristique de K, et elle se
décompose en p = 1, ® --- ® 1k, . Puisque le caractére w de G(F') est non ramifié, pour
i=1,...,r, le caractére w; de G1(F) est non ramifié, donc trivial sur K. La fonction $ est
donc égale a

1K1*"'*1K1:1K17

etona f= 1z . Pour vy =gb € é(F) fortement régulier, on a donc

2) (1w I¢(r,w 1z) = I9(7,0,1%,).
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3.5. Troisiéme réduction (suite). — Continuons avec les notations de 3.4, et passons
du coté dual. Le groupe G est quasi-déployé sur F' et déployé sur une extension non ramifiée
de F. Le groupe G; est lui aussi quasi—déployé sur I’ et déployé sur une extension non
ramifiée de F' (la méme que pour G). Le L—groupe LG = G x Wr sobtient a partir du
L-groupe Lay = G‘l x W en munissant le groupe dual G = G‘lxr de l'action galoisienne
produit o — og =0, ® -+ R og, (0 € Tp).

Soit Ty = (T1,71,51) € E—nr(G1,w). Comme en 3.3, on reprend les hypothéses habituelles
(cf. [LMW, 2.6]) : 'action ¢, de ¢ sur Gy stabilise une paire de Borel épinglée &; de G.
La paire de Borel (Bhfl) sous—jacente & &1 est stabilisée par Ints,, et on note 61 Tauto-
morphisme de G‘l qui stabilise él et commute & l'action galoisienne o — og, (0 € I'r),
c’est—a—dire & ¢g,. On a donc 51 = s161 pour un élément s; € T1. Choisissons un élément
(h1,¢) € T1. 1l définit un isomorphisme T; —+ ET{. Posons h1 = hi¢ € GiWp. On a
Pégalité dans GiWrly = G101 Wr

S1h1 = d(¢)h1§1,
ol @(¢) est un élément de Z(G4) définissant la classe de cohomologie non ramifiée @ €
H' (We, Z(él)) correspondant & w. Puisque W = wy - - - wy, on peut écrire
a(¢) = a1(¢) - - ar(¢),
ou a;(¢) est un élément de Z(G) définissant la classe de cohomologie non ramifiée @; €
(WF, (él)) correspondant & w;. Posons & =& x---x&. Cest une paire de Borel épinglée

de G, qui est stable sous Daction ¢a de ¢ sur G et aussi sous I'action de I'automorphisme
de G donné par

O(z1,...,x0) = (x2,..., 2,01 (x1)), (x1,...,2,) € G =Gy

Notons que 6 s’obtient en identifiant la i—iéme composante Gi de G = Glx’" au groupe dual
de la (r — i+ 1)-iéme composante G1 de G = G (cf. la remarque de 3.3). Posons

§=s0, s=(1,...,1,s1) e

L’automorphisme Ints de @ stabilise la paire de Borel (B , T) sous—jacente a é, et s appartient

a 1. Posons
ai(¢) = a1(9) -+ ()EZ(G) i=1,...,7r—1,

¢=(a (<z>) s ar-1(9)) € Z(G),
et .
h=Clh,... k) €QG.
Par définition, Pélément a(¢) = (a1(¢), ..., ar(¢)) de Z(G) définit la classe de cohomologie
a € H (Wr, Z(G)) correspondant a w, et on a
a(9)¢ =01, 1,a(9)).
Posons h = h¢. On a l'égalité dans GWrl = GOWr
5h = a(¢)hs.
Ona Gs={(x1,...,21) : 21 € (G1)s, }. Notons T’ le sous-groupe fermé de G engendré
par G, par Ip et par (h,®). Pour (z1,...,21) € Gs, on a
(h ) (@1, 21)(hy §) = (b, 9)wa(ha, @) 7", (ha, @)an (b, 6) ).

Puisque T} est une extension scindée de Wr par (Gl)gl, le groupe 7’ est une extension
scindée de Wy par Gs. De plus, 7’ ne dépend pas du choix du Frobenius ¢, ni du choix de
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I'élément (hi,$) € Ti. Posons T" = Ty. Par construction, le triplet TV = (7”,7’,35) est un
triplet endoscopique elliptique et non ramifié pour (G, w), et 'élément (h, ¢) € T’ définit un

isomorphisme 7' — 7",
LEMME 1. — La classe d’isomorphisme de la donnée T' ne dépend que de celle de la donnée
Ty, et lapplication
En(G1,W) = G ne(G,w), TY — T

ainsi définie est bijective.
Démonstration. — Soient Ty = (T7,7T7,3}) et Ty = (T1',T7,57) des données endoscopiques
elliptiques et non ramifiés pour (G1,w), telles que T] et Ti' sont des tores. Soient T' =
(T",7",8") et T" = (T",7",5") les données endoscopiques elliptiques et non ramifiés pour
(G,w) associées a T et T" par la construction ci-dessus.

Supposons tout d’abord que les données T et T}  sont isomorphes : il existe des éléments
x1 € G1 et z1 € Z(Gh) tels que

:vliT{xfl =77, xléllel = 2 §].
Soient z = (z1,...,x1) € Get z=(1,...,1,z1) € Z(G). Alors on a
zT'z7 ! = T, ziz ™t = 25",

et les données T et T" sont isomorphes. D’oi1 la premiére assertion du lemme.

Supposons maintenant que les données T' et T" sont isomorphes : il existe des éléments
x € Get ze Z(G) tels que

zT'27 ! = T, zia™t =23

D’aprés la premiére assertion du lemme, on peut supposer que §; = sh6y et § = s0; pour
des éléments s}, s7 € T1. On a donc

§=40, = (1,...,1,s1),

et
§ =5"0, §"=(@1,...,1,5").
Alors les éléments © = (z1,...,2y) et 2 = (z1,..., zr) vérifient :
— xix;rll =zi,t=1,...,r—1,
— xrs’lél(:vl)_l = z.57.

En posant Z=z1...2,, on a donc
z§zy "t = z5).
Choisissons un élément (h}, ¢) € T1, et posons
B =h¢, h =cC(h,... hh)ed.
De méme, choisissons un élément (hY, ¢) € T7, et posons
' =n"¢, h'=¢0hY,... h)ed.
Par construction, on a (', ¢) € T’ et (b, ¢) € T”, et
z(W,¢)z~" = (yh",¢)
pour un élément y € Ggv. Ecrivons y = (Y1,--5y1), y1 = (él)gzlz. Pour i = 1,...,7r, on

a zihié(x) ™t = y1h{. En particulier on a z1Tiz7! = TY, et les données T et T sont
isomorphes. Cela prouve que l'application du lemme est injective.
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Prouvons qu’elle est surjective. Soit T" = (T”,7’,5) € E;_n,. On peut supposer que
5 = s pour un élément s € 7' = T7°9 de la forme s = (1,...,1, s1). Choisissons un élément
(h,¢) € T', et écrivons h = (h1,...,hq). Posons h = h¢. Puisque §h = a(¢)hs3, on a :

— h¢+1 :ai(qb)hi, = 1,...,7‘7 1,

— s101(h1) = ar($)hrd(51).

On a donc

h:C(h17...,h1)7 8191(h1) :a(¢)h1¢(51).
Posons §1 = slél, et notons T le sous—groupe fermé de e engendré par (Gl)gl, Ir et
(h1,¢). C'est une extension scindée de Wr par (G1)s,, et le triplet T, = (T’,T7,51) est
une donnée endoscopique elliptique et non ramifié pour (C~¥7 w). Cette donnée s’envoie sur la
classe d’isomorphisme de T” par I'application du lemme, qui est donc surjective. O

Revenons a la situation d’avant le lemme 1. Du plongement él C T = (él)gl — Ty se
déduit par dualité un morphisme
&1 = T =T /(1 - 01)(Th),
qui vérifie
o(&) =& oIntaTl, (o), 0 €lr,
ot 0 — aqy (o) est un cocycle de I'p & valeurs dans Wlél = W{', Wy = W (T1). On pose
T{ =T] x Z(G1, &) = T10;, 0] =idy.
De méme, du plongement é (1" = Gs — T se déduit par dualité un morphisme
T =T ~T/(1—-6)(T),
qui vérifie
o(§) =&olnta,, (), ar(o)=(ar(0),...,ar (o)), o€l
On pose _ _
T =T xZ(G,&) =T'0, 0 =ide.
L’identité T — T se prolonge trivialement en un morphisme d’espaces tordus
T — 7:1/7 g0 — g'o..
Le F—morphisme
7:G1 =Gy~ (1,...,1,y)
induit par restriction et passage aux quotients un F—isomorphisme
T1/(1—61)(T1) — T/(1 - 6)(T),
et le diagramme suivant

(1) T LIV Ty

1

TTTI

est commutatif. Soit L o
f:TixG =T xG
le F—morphisme défini par
fi(g101,9101) = (910", 5(91)0).
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Il induit une application
fir : T{(F) x G1(F) = T'(F) x G(F).

Les données T} et T’ sont relevantes, et les choix effectués plus haut permettent de définir
des facteurs de transfert normalisés

Ay :D(T)) = C*, A:D(T) - C*.
On note D(T})/G1(F) l'ensemble des orbites dans D(T%) pour l'action de Gi(F) par

conjugaison sur le second facteur, et on définit D(T")/G(F) de la méme maniére.

LEMME 2. — L’application fir induit par restriction une application
D(Ty) — D(T'),
qui se quotiente en une application bijective
D(TY)/G1(F) = D(T')/G(F).
De plus, pour (61,71) € D(TV) et (§,7) = jir(61,71) € D(T'), on a
A1(b1,71) = A(5,7)-

Démonstration. — Pour z1 € Gy et © = 1(x1) (= (21,...,21)) € G,on a

Iz 61 (z1)) = 27 9(91)0 ().

La commutativité du diagramme (1) entraine que Papplication fir envoie D(T") dans D(T"),
et qu’elle se quotiente en une application D(T1)/G1(F) — D(T')/G(F). Cette derniére est
surjective car tout élément v = g6 € é(F) est conjugué a (1,...,1,7)0 par un élément
de G(F), et elle est injective car pour g1, y1 € Gi(F), les éléments 7(g1)0 et j(y1)0 sont
conjugués par un élément de G(F) si et seulement si cet élément est dans «(G1(F)).

Quant a ’égalité des facteurs de transfert, on procéde terme par terme comme dans la
preuve du lemme 3 de 3.4 (grace a légalité (1) de 3.1). Commencons par le terme Ary.
L’égalité des termes Ay 11(01,7v1) et Arr(d,7y) est immédiate : le premier (resp. le second) est
un produit sur ensemble des orbites dans I’ensemble des racines pour G (resp. pour G)
pour le groupe engendré par 01 (resp. par 0) et par 'action galoisienne. Les deux ensembles
d’orbites sont en bijection, 'orbite pour GG ayant simplement r fois plus d’éléments que
lorbite correspondante pour G, et les facteurs associés & des orbites correspondantes sont
les mémes.

On doit ensuite montrer que

(1) ((V1y,0,V1,84)5 071 0 05 S1,0a)) = (V15 Vad ), 17p 5c5 Sad))-
Le premier produit est pour ’accouplement
1-6 S 1-601 4
HI’O(FF; T1,0,50c —— T1,0,aa) X Hl’O(WF; T1,0,50 — T1,0,aa) — C*,
le second est pour I'accouplement
H"(Dp; Tose — Toaa) X HYO (Wi Tose = Toaa) — C*.

On écrit v = g161 et v = 3(g1)60. On voit que Ty = TIX’OT. On note o : T1,0 — Tp le plongement
diagonal et g0 : Th,0 — To le plongement y — (1,...,1,y). On définit de la méme maniére
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les plongements to,sc : 11,0,sc = T0,sc €t Jo,ad : 11,0,ad —> L0,ad. On vérifie que le diagramme
suivant

1-6,
T1,0,5c —=T1,0,ad

Lo,scl l]o,ad

To,sc ——>T0,ad
16 ;

est commutatif. Dualement, on obtient le diagramme commutatif suivant

~ 1—6 ~
TO,SC e TO,ad

jO,adl lio,sc

T1,0,s¢ 7 T1,0,ad
—v1

ol les homomorphismes jo,ad : To,sc = T1,0,sc €t Zo,sc : T0,ad — T1,0,ad sont donnés par
Jo,ad (X1, s xr) = 21,  losc(XT1yene, Tr) = T1c Xy

Le changement d’indice entre joad et jo,aa vient du fait que 'on a identifié la premiére
composante Gy de G = élxr au groupe dual de la r—iéme composante de G = G;". On
considére ces diagrammes comme des homomorphismes de 2-complexes de tores. Ils donnent
naissance a des homomorphismes en dualité

w: H" (T3 Th 0,5 0, T10,0a) = HYO(Cr; Tose — Toaa)
et X X
U: HI’O(WF; To,sc RN TO,ad) — HI’O(WF; TI,O,SC 175, Tl,(),ad)-
Avec les objets déja fixés, pour construire les termes Vr, et vaa (resp. Vr, , et v1..q4), on a
seulement besoin de fixer un élément x € Gsc (resp. 1 € G1,5c), noté g en [MW, 1, 6.3].
Briévement, cet élément conjugue Tp en T' (resp. T1,0 en T1) de fagon appropriée relativement
aux actions galoisiennes. On voit que, x1 étant choisi, on peut prendre x = (z1,...,21). Il
résulte alors des définitions que Vi, = to,sc © Vi o tandis que Vad = J0,ad(¥1,aa). Du coté
dual, puisque G = ésc, on peut prend les décompositions triviales h = hsc et h1 = h1sc.
On a donc hee = (R1scy- .., hisc). Le terme hge (resp. hisc) entre dans la définition de [ ZAN
(resp. tr 4. ). Avec ces choix, on voit que try o . = jo,ad ©tT, .. tandis que s1 aq = lo,sc(Sad)-
D’ou I’égalité
(tTl,o,sc7 $1,ad) = a(tTo,scv Sad)-

La compatibilité des produits entraine alors I'égalité (1) cherchée. Cela achéve la preuve. [0

Soit (81,71) € D(TY), et soit (6,7) € D(T") I'élément fip, (51,71). On a § = 71, et d’aprés
la remarque 1 de 3.4, le plongement diagonal ¢+ : Gi — G induit par restriction un F'-
isomorphisme (G1),, —+ G-, n0té 1. Via lisomorphisme ¢, 5 : (G1)5(F) — G (F), les
mesures de Haar sur (G1)5(F) et G (F') normalisées par T} (or) = T’ (oF) se correspondent,
et d’aprés Dégalité (1) et la remarque 2 de 3.4, pour f € C°(G(F)), on a I'égalité entre
intégrales orbitales normalisées

(v, w, f) =19 (7,3, f).
La démonstration du lemme 2 de 3.4 donne aussi

(6" = d(6}).
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Ona K = K'0 et K| = K|0, avec K' = K| (= Ti(or)), et pour f = 1z, on a vu en
34 que f=1 7y On en déduit que pour prouver le lemme fondamental pour les données
T' € € (G, w) et la fonction 1z (théoréme de 2.2), il suffit de le faire pour les données
T] € ¢, _n(G1,m) et la fonction 1z,

On peut donc supposer r = 1.

3.6. Quatriéme réduction. — On suppose dans ce numéro que chacun des deux au-
tomorphismes 0 et ¢ opére transitivement sur ’ensemble des composantes connexes de A.
Soient A1, ..., A,, ces composantes connexes, ordonnées de telle maniére que ¢(A;y1) = A;
pour i =1,...,m — 1. Si 'on oublie 0, on est dans la situation de 3.3 : & la décomposition

A=A ... ]]an

G=G1 X XGm,

qui est définie sur le sous—corps Fy de F™' formé des éléments fixés par ¢ = ¢"" (c’est—a—dire
la sous—extension de degré m de F™ /F). Pouri = 1,...,m—1, on identifie G;+1 & G1 via ¢".
On a donc G = Resp, ;r(G1), et le plongement diagonal (défini sur Fi) ¢ : Gy — G = G{™
induit un isomorphisme de groupes topologiques

LRy Gl(Fl) — G(F)

Rappelons que 'action de I'r sur G(F) = G1(F)*™ est donnée par :

— o(x1,...,2m) = (o(x1),...,0(zm)) pour o € I'p,,

— Oz, ..y xm) = (T2, .., T, D1 (21)).-
L’élément ¢ € Wr donne par restriction un générateur du groupe de Galois Gal(F1/F), lequel
définit un F-automorphisme d’ordre m du groupe G' = Resp, ,r(G1), disons a. Puisque 6
opére transitivement sur I’ensemble des composantes connexes de A, il existe un entier
e€{l,...,m—1} premier & m (si m = 1, on prend e = 0) et des automorphismes 61, ..., 0
de G tels que

a °0(z) = (01(z1), - ,0m(zm)), x=(21,...,2m) € G(F) = G1(F)*™.

Puisque « et § commutent & ¢, on a 6 = --- = 0,,, et 61 commute & ¢1, c’est-a—dire que 6
est défini sur F. _

On suppose que 'ensemble €;_,.(G,w) n’est pas vide. Alors d’aprés [LMW, 5.2|, cela
implique que (G1,G1) est isomorphe a l'espace tordu trivial (PGL(n), PGL(n)), défini et
déployé sur Fi. On peut donc supposer que Gi1 = PGL(n) et que 6 est l'identité. Alors
0 est le F'-automorphisme de G' = Resp, ;p(PGL(n)) défini par un générateur du groupe
de Galois Gal(F1/F), et on est dans la situation du changement de base non ramifié (avec
caractére w) pour PGL(n). Sim = 1, alors § = 1, et dans ce cas on peut appliquer le résultat
de Hales [HJ. Il reste donc a traiter le cas m > 1.

correspond une décomposition

4. Réduction au résultat de Hales par la méthode de Kottwitz

4.1. Réduction au cas du changement de base pour GL(n). — On s’est ramené en
3.6 au cas du changement de base (avec caractére w) pour PGL(n), c’est—a—dire au groupe
Resp, )p(PGL(n)), ot F1/F est une sous-extension de F™/F de degré m > 1 muni du
F-automorphisme 0 défini par un générateur du groupe de Galois Gal(Fy/F). Puisque le
centre Z(Resp, /p(PGL(n))) est connexe, d’aprés le point (ii) de la proposition de 2.12, on
peut remplacer le groupe PGL(n) par GL(n) — cf. les remarques 1 et 2 de 2.12.
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Changeons de notations. Posons F = F; et notons H le groupe GL(n), défini et déployé
sur I, pour un entier n > 1. Posons Hg = H Xr E, G = Resg/p(HEg) et G = G0, ot 0 est
le F—automorphisme de G défini par un générateur du groupe de Galois gal(Fl/F). On a

Iidentification (définie sur F) G = H*™, et I’action de 0 sur G(F) = H(F)*™ est donnée
par

O(x1,. .., xm) = (T2,. .., Tm,x1), (T1,...,2m) € G(F).
Le plongement diagonal H — G est défini sur F, et il induit une identification
H(E)=G(F).

En particulier, action de 6 sur G(F) coincide avec celle de de ¢° sur H(FE) pour un entier
e€{1,...,m — 1} premier a m. Le groupe de Galois I'r est engendré par I'r, = GL(F'/F})
et par ¢, et action de T'p sur G(F) = H(F)*™ est donnée par :

— o(x1,...,xm) = (0(z1),...,0(xm)), 0 € Tp, ;
o d)e(xh e l’m) = (1'2, sy Tm, ¢6’m(x1)).
Pour toute sous-extension finie F'/F de F"'/F, posons Kp: = GL(n,0p:) et notons

wps le caractére non ramifié w o detys de H(F') = GL(n,F’), ou l'on a identifié¢ w & un
caractére non ramifié de E* via Iisomorphisme naturel F* /Up — F'* /Ugs. Ici 0pr est
I'anneau des entiers de F', et Ups = 0}, le groupe de ses éléments inversibles. La restriction
de wpr & H(F) = GL(n, F) coincide avec w, et wps est 'unique caractére non ramifié de
H(F'") prolongeant w. En particulier, tout caractére non ramifi¢ de G(F') = H(FE) trivial sur
Z(G)?(F) = Z(H; F) est de la forme @Wg pour un caractére non ramifié @ de F* d’ordre n.
Posons
K=Kp CH(F), Kg=Kg0cCG(F).

Soit €y = (Bu,TH,{Fa}acay) une paire de Borel épinglée de H définie sur F telle que
K = Keg,,. Alors &€ = € X -+ X &g est une paire de Borel épinglée de G = H*™ qui
est définie sur F' et O-stable, et 'on a Kg = K¢. De plus la paire de Borel (B,T) de &
sous—jacente & & est donnée par B = Resp,r(Br) et T = Resg,p(TH).

On fixe aussi un caractére non ramifié w de F* d’ordre n, que I'on identifie au caractére
wodetr de H(F) = GL(n, F). On veut montrer le lemme fondamental (théoréme de 2.2)
pour une donnée T’ € thfm(é,wE) et la fonction 1I~(E.

4.2. Une variante de la méthode de Kottwitz. — Soit L le complété de F™*. Posons
K =GL(n,or)
et notons wr, 'unique caractére de H(L) = GL(n, L) prolongeant w. Le groupe K vérifie
les conditions (a), (b), (c) de [K, 1] :
(a) ¢(Kr) = Kr;
(b) Tapplication k — k~'¢(k) de K1 dans K, est surjective ;
(c) Papplication k — k~'¢™ (k) de K1, dans K, est surjective.

Choisissons deux entiers non nuls a et b tels que bm — ae = 1. Pour h € H(F) et
v =g € G(F), on écrit h <> 7 s'il existe un élément ¢ € H(L) tel que les deux conditions
suivantes soient vérifiées :

(A) h*=c""¢™(c);
(B) h"=c""ge" (o).
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Notons N : G(F) — G(F) l'application définie par
N(y) =yb(y) - 0" ().

D’aprés [K, 1, theorem]|, la correspondance h <+ v induit une bijection entre l'ensemble
des classes de H(F')-conjugaison O py(h) d’éléments semisimples réguliers h € H(F) tels
que Og(ry(h) N K # () et I'ensemble des classes de G(F')—conjugaison O¢p)(7y) d’éléments
semisimples réguliers v € G(F) tels que Oy ()N Kg # 0. De plus si h <» v, alors pour
¢ € H(L) vérifiant les conditions (A) et (B) ci-dessus, on a

N(g) = che ™",

et Papplication 2 — czc™! induit un isomorphisme de Hy, (F) sur G- (F). D’ailleurs (loc. cit.),
les conditions (A) et (B) sont équivalentes aux deux conditions suivantes :

(C) N(g)=chc*;
(D) (99°) “9¢°* = cop(c™").

REMARQUE. — En pratique, pour h € H(F) tel que Oy py(h) N K # 0, on choisit un
éléement x € H(F) tel que b’ = 27 he € K et un élément ¢ € K, tel que h'* = ¢/~ 1¢™(c)
— clest possible grace a la condition (c). Alors posant ¢ = ¢z™!, on a h* = ¢ 19" (c),
et on définit v = g@ grace a la condition (B), c’est-a-dire en posant g = ch’¢°(c™').
L’élément g appartient & H(FE), et on a bien h + ~. Dans l'autre sens, pour v = g6 tel
que O¢r) () NKg # 0, on choisit un éléement y € H(E) tel que v’ =y~ 'yy € I?E, et posant
~' = ¢'6, on voit que I'élément (g'¢°)~*¢°* appartient & Kg. On choisit un élément ¢ € K,
tel que (¢'¢°) "¢ = /(c’"") — c’est possible grace a la la condition (b). Alors posant
c=yc, ona (gp°) "¢ = ch(c™'), et on définit h grace a la condition (C), c’est-a-dire en
posant h = ¢~ ' N(g)c. L’élément h appartient a H(F), et on a h <> 7. |

En particulier, pour tout élément h € K semisimple régulier (dans H), il existe un élément
v = g0 € Kg semisimple régulier (dans é) tel que h <> ~, et on peut choisir I’élément ¢
vérifiant les conditions (A) et (B) dans le sous—groupe borné maximal K de G(L). Fixons
de tels éléments h, v et ¢. Pour f € C°(H(F)), on définit comme suit l'intégrale orbitale
I (h,w, f) :si w|m, (ry # 1, on pose I (h,w, f) = 0; sinon, on pose

1y, 1) = D" (W) [ w(@) fz ™ ha) 2,
Hp (F)\H(F)

ou les mesures de Haar dz sur H (F) et dzj, sur Hy,(F') sont celles qui donnent le volume 1 a K

et au sous—groupe compact maximal de Hy,(F'). De méme, pour fr € C°(G(F)), on définit
comme suit intégrale orbitale I¢(vy,wg, fr) : si wela, (F) # 1, on pose I¢(v,wr, fr) = 0;
sinon, on pose

1w, fr) = d(0) " D) [ ws () foly )L,

G (F)\G(F) 7
ou les mesures de Haar dy sur G(F) et dy, sur G (F) sont celles qui donnent le volume 1
a K et au sous—groupe compact maximal de G~ (F’). Le facteur d(6"), défini de la maniére
habituelle (2.2), vient de la normalisation des mesures pour le transfert tordu : la mesure de
Haar sur G (F) correspondant a dxj pour le transfert tordu n’est pas dy., mais d(0")dy-.
En effet, le commutant F’ de h dans M (n, F') est une extension non ramifiée de degré n de
F, et Pon a Hy(F) = F'*. On a aussi v™ = chc™! et G (F)cF'*c¢™t. D’autre part on a
T'(F) = Ty (F) ~ F'*, mais pour définir le transfert de 7"(F) a G(F), la mesure de Haar
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sur G (F) n’est pas celle donnée par I'isomorphisme Int. : F’* —=5 G.,(F), mais celle donnée
par le morphisme naturel

Gy (F) = Ty = (To/(1 = 0)(To))(F) ~ T'(F),

ou Ty est le centralisateur de G, dans G (notons que Tp° = G.). D’out la constante
d(0*) = |m|%, qui n’est autre que le Jacobien de ’homomorphisme F'* — F'* x i+ 2™

Le caractére w est trivial sur H(F) si et seulement si le caractére wg est trivial sur
G (F) = cHy(F)c™!, et si tel est le cas, alors on a

(1) 1"(h,w,1x) = D" (h)'* > w(@)vol(Hy (F)\Hy(F)zK),

x

ou z parcourt un ensemble de représentants des doubles classes Hy,(F)\H(F)/K telles que
z 'he € K ; et on a aussi

2) I%(y,we,1z,) = d(0) ' D (5 ”2ZwE Wol(G (F)\G~(F)yKE),

ou y parcourt un ensemble de représentants des doubles classes G (F)\H (E)/KE telles que
vy~ 'vy € K. Posons

X = H(F)/K, Xg=H(E)/Kgs, X.=H(L)/KL.
Les inclusions H(F') C H(E) C H(L) induisent des inclusions
X CXgCXp.
Les groupes H(F), H(FE), H(L) opérent naturellement sur X, Xg, X. On a aussi une action

de ¢ sur X, et une action de 0 sur Xg. Pour z = 2K € X, on a 2 'hz € K si et seulement
si hT = T, et si tel est le cas, alors on a
vol(Hy (F)\Hp(F)zK) = vol(Staby, () (Z)) ",
ot Stabyg, () (%) est le stabilisateur de Z dans Hx(F). On obtient
(3) I"(h,w,1x) = D" (R)* > w(@)vol(Staby, () (2)) ",

€T

ol T parcourt un ensemble de représentants des orbites de Hj,(F') dans
h={z:hz =2z}

Par abus d’écriture, on a posé w(Z) = w(x), ce qui a un sens puisque le caractére w est trivial
sur K. De la méme maniére on obtient

(4) 16(77WE‘711}E) d(g I/QZWE‘ VOl StabG (F)( ))_17

ou § parcourt un ensemble de représentants des orbites de G (F') dans
Xp={yeXp:1y =y}

Rappelons que h <+ v avec h € K et v € I?E, et qu'on a fixé ¢ € K, vérifiant les conditions
(A) et (B). D’aprés [K, p. 241], I'application X — X1, & + ¢ induit une bijection de X"
sur X7, et I'application H(L) — H(L),  ~ cxc™ "' induit un isomorphisme de Hy,(F) sur
G+(F). Pour # € X", on a donc

vol(Stabg, (p)(cZ)) = vol(Stabg, (7 (7))
et

we(cZ) = wr(c)we(T) = we(T).



LE LEMME FONDAMENTAL POUR L’ENDOSCOPIE TORDUE 45

LEMME. — On a
D%(v) = d(0") D" (h).

Démonstration. — Quitte a conjuguer v par un élément de G(F) et h par un élément de
H(F), on peut supposer que v = (1,...,1,h)6. Notons g, b, gy, b les algébres de Lie de
G, H, G et Hj. Notons aussi gj l'algébre de Lie de G, ou h € H(F) est identifié a
lélément (h,...,h) de G(F). L’algébre g, s’identifie & b, et a la sous—algebre diagonale de
gn = b X -+ X hp. Ces identifications sont définies sur F'. On a donc
DY(v) = |det(1 — ad, ); g(F)/gn(F))|r| det(1 — 0; gn(F) /o1 (F))| -
Le lemme 2 de 3.4 donne
|det(1 — ad,); 8(F)/gn(F))|r = D" (h).
D’autre part on a
det(1 — 0; gn(F)/br(F)) = m®™O» " dim(p,) = n.
Rappelons que la constante d(0*) est donnée par d(6*) = |det(1 — 0;t(F)/tu(F))|r ou t et

ty sont les algébres de Lie de T' et Ty (= Tp). On a donc aussi
() d(0") = [mlF.
D’oit le lemme. |

En définitive, on obtient 1’égalité

(6) 1%y, we,15,) = d(0") 217 (h,w, 1k).

4.3. Conclusion. — Le groupe H = GL(n) est défini et déployé sur F', donc LH = HxWg
avec H = GL(n,C). Comme en 3.5, on munit le groupe dual G = H*™ de laction de 0
donnée par é(ml, coyTm) = (x2,...,Tm,x1). Puisque l'action de 6 sur G(F) coincide avec
celle de ¢° sur H(E), et que bm — ae = 1, laction ¢¢ de ¢ sur G veérifie

¢e =0, 07°=¢c.
Soit &y = (BH7 TH7 {E }aeAH) une paire de Borel eplnglee de H. La paire de Borel épinglée
& = EH X o0 X EH de G est stable sous I'action de 9 donc aussi sous celle de ¢¢. Soit
Ty = (T}, T4, su) une donnée endoscoplque elliptique et non ramifiée pour (H,w) telle que
Ty est un tore. On suppose que sy € T . Choisissons un élément (hu, ) € Ty. 1l définit
un isomorphisme T, —» “T%, comme en 2.1.(1). Puisque ¢ opére trivialement sur H on a
I’égalité dans o Wg

SHhH = a(¢)hHsH,
ou a(¢) est I'élément de Z(H) ~ C* définissant la classe de cohomologie non ramifiée
a € H'(Wp, Z(H)) = Hom(Wr, Z(H)) correspondant au caractére w de H(F). A cette
donnée T}; pour (H,w) est associée comme suit une donnée endoscopique elliptique et non
ramifice T' = (T", 7', 5) pour (G, wg) telle que T’ est un tore. Posons s = (1,..., Lsm) € T
et § = s6. Alors le plongement diagonal 7 : H — @ induit un isomorphisme de HSH n
sur Gs. Posons

hI(hH,...,hH,hHsH,...JL]-IS]-I)GG7

a m—a

ou l'entier a est pris modulo m. L’élément

ap(d) = (1,...,1,a(¢)) € Z(Q)
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définit une classe de cohomologie non ramifiée ar € H'(Wg, Z (G‘)) correspondant au carac-
tére wp de H(E) = G(F). Posons h = h¢. On a I'égalité dans GWrl = GOWr

Sh =ag(¢)hs.
Notons T le sous—groupe de “G engendré par Gs, par Ir et par (h, ). Pour z € I;ISH, on a
(b, @)n(@)(h,¢) " = k(@)™ = n(hmzhy') = n((hu, @)z (b, ) ~").

Puisque T%; est une extension scindée de Wr par H, 4, le groupe T’ est une extension scindée
de Wr par Gs. De plus, T’ ne dépend pas du choix du Frobenius ¢, ni du choix de I’élément
(hi,¢) € Ty. Posons T' = Tj;. Par construction, le triplet T = (77,7, 3) est une donnée
endoscopique elliptique et non ramifiée pour (é,w;;)7 et 1'élément (h,¢) € T’ définit un
isomorphisme T — LT comme en 2.1.(1).

LEMME. — La classe d’isomorphisme de la donnée T' ne dépend que de celle de la donnée
Ty, et Uapplication
th,m(H,w) — th,m(G, UL)E)

ainsi définie est bijective.

Démonstration. — Soient T4 g = (1Y p, 71 1, s1,1) et Ty i = (T3 11, Ty, 52,1) des données
endoscopiques elliptiques et non ramifiées pour (H,w) telles que Tl/y o et T2/7  sont des tores.
On suppose que s1,m et so,z appartiennent a Ty . Soient T| = (T{,T1,51) et Ty = (T3, T4, 32)
les données endoscopiques elliptiques et non ramifiées pour (éﬂu r) associées & Ty g et Ty g
par la construction ci—dessus.

Supposons tout d’abord que les données Ty g et Ty g sont isomorphes : il existe des

éléments zgr € H et 2y € Z(H) tels que
epd pry =Ty, THSLHTE = ZHS2H.

Puisque Iflsi’H =Ty (i = 1, 2), l'élément z appartient au normalisateur Ny (T#) de Ty
dans H. Rappelons que pour construire T et T, on a choisi des éléments (ki #, ¢) € T
et (he,m,®) € T3y et on a posé

hi = (hi,m, ..., hi,mg, higSimv,...,himgsin) € G, 1=1,2.

a m—a

On a ¢u(zn) = zH, et Vélément hy y = xth,Hx;JI appartient a ﬁSQ’HhQ’H = Tth,H.
Posons ty = h'ngh;}I € Tw. On cherche un élément z € G tel que rhida(x)™" € G ho.

Plus précisément, on cherche z de la forme z = (n(zn) avec ¢ = (C1,...,Cm) € Z(G) tel que
zhide(z)™" = n(Cutm)he pour un élément Cy € Z(H). On a ¢g(z)™" = n(zy")da(Ch)
d’ou

zhiga(z)™ = Copa(CT ) (Mo, .. hbm, zahb msam, ..., zahS s2m)

Coa(CNCa" - Cat St ey Ct e )n(Cart ) o

a m—a

On est donc ramené a résoudre I’équation

Coa(CNCH" - Ca Gt emy o Ct o) = 1

a m—a
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On a
Coa(CTh) = (C1Gmtatts- -5 Calm' s Cat1Ci oo Cminta)-
Il s’agit de résoudre le systéme de m équations a m inconnues :
— Cm—a+i =Cu@ pouri=1,...,a;
— Catj = (gleCj pour j=1,...,m —a.
La matrice m X m associée a ce systéme d’équations est la matrice de Sylvester des polynémes
P, Q € C[X] donnés par P(X) = (g X™ *—1et Q(X) = (5'2mX* — 1, avec I'identification

naturelle Z(H) = C*. Le déterminant de cette matrice est le résultant R(P,Q) de P et Q,
qui se calcule comme suit. On choisit «, 8 € C* tels que ™™ * = (51 et B¢ = CHZ’;II. Pour

k > 1, on note ur C C* le sous—groupe des racines k—iémes de 1'unité. Alors on a

R(P,Q) =Ci(Cr'zn)™ ™ T[Tl Ga—¢8).

§€Um—a &' Epa

On voit que pour que R(P,Q) = 0, il faut et il suffit que (ff = z}7~%. On choisit (g de
sorte que cette égalité soit vérifiée. Alors on peut prendre @ = . Notons que puisque a
et m sont premiers entre eux, a et m — a le sont aussi, et la matrice de Sylvester est de
rang m — 1. Les solutions du systéme de m équations & m inconnues & résoudre forment
un espace vectoriel de dimension 1, et tout élément non nul ¢ dans cet espace appartient
a Z(G) = (C*)*™. Pour un tel ¢, on a donc zTjz~! = T4 (rappelons que & = (n(xu)).
Comme n(zw)sin(zr)™t = (1,...,1,2zms2,1), on a aussi

xdrx " = COQ) n(xm)sin(zm) 10 € Z(G)so.
Les données T et T4 sont donc isomorphes.

Supposons maintenant que les données T et T4 sont isomorphes : il existe des éléments
x € Getze Z(G) tels que

/=1 ! ~ -1
e~ =T5, xS i1~ = 282.
Posons © = (z1,...,Zm) et 2 = (z1,...,2m). Comme §; = (1,...,1,s;,5)0 pour i =1, 2, on
obtient :
—1 .
— X%y =z, 0=1,...,m—1,
—1

— TmS1,HT] = ZmS2,H-

En posant Z = z1 -+ 2z, et £y = x1, on a donc
-1 -
THS1,HXyg — ZS2,H.

En posant ¢ = (1,271, ...,2.5,) € Z(G), on a aussi = (n(zm) et

whida(@) ™ = Coa(Q) n(am)hin(za) ™" € n(Tu)ha.
En regardant la premiére composante de I’expression ci—dessus, on obtient
Zm—atuhi pzy € Tuhow,
d’ou I'égalité
ZEH‘I;’H.Tf_Il = (Ié’H

Les données T} p et TQ/’ g sont donc isomorphes. Cela prouve que I'application du lemme est
injective. _

Prouvons qu’elle est surjective. Soit T" = (T",7",5) € €;_n.(G,wg). On peut supposer
que § = sf pour un élément s € T = T};" de la forme s = (1,...,1,sx). Choisissons un
élément (h, ¢) € T', et écrivons h = (hi,...,hn). Posons h = h¢. Puisque sh = ag(¢)hsE,

on a :

— hiy1 = hi, i & {a,m},
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— ha+1 = hasH,

— Sth = a(d))hm
En posant hg = hi, on a donc h = (hg,.. hH,hHsH7 ....husu) et suhy = a(¢p)husu.
Notons T%; le sous—groupe de “H engendré par Ty = H5H7 par Ir et par (hg, ¢). C'est une
extension scindée de Wpr par H, u, et le triplet (7', 7%, su) est une donnée endoscopique
elliptique et non ramifiée pour (H,w). Cette donnée s’envoie sur la classe d’isomorphisme de
T’ par lapplication du lemme, qui est donc surjective. O

REMARQUE 1. — Pour prouver que l'application du lemme est bien définie, c’est—a—dire
que si 'on part de deux données endoscopiques (elliptiques, non ramifiées, ayant pour groupe
sous—jacent un tore) pour (H,w) qui sont isomorphes, alors les données endoscopiques pour
(G wg) que 'on en déduit sont elles aussi isomorphes, on a utilisé le fait que le centre Z (H )
est un tore complexe, et plus précisément que c’est un groupe divisible. Le lemme serait faux
si Pon travaillait avec H = PGL(n) au lieu de H = GL(n). [ |

Revenons 4 la situation d’avant le lemme. Du plongement £ : T = I;ISH — Ty se déduit

par dualité un morphisme
§H : TH — Tllq7
qui vérifie
o(€u) =&u oIntaT, (), o€lr,
H
ol 0 + ary (o) est un cocycle de I'r & valeurs dans Wy = WH(Ty). De méme, du
plongement é (T = Gs — T se déduit par dualité un morphisme
€T =T ~T/(1—0)(T),
qui vérifie
o(§) =¢olnta,, (o), o €TlF,

ot o = ari(0) = (ary, (0),..., a7 (5) est un cocycle de I'r & valeurs dans wo = we,
W =WY(T). Pour t € T(F , Iélement tO(t) - -- 0™ (t) € T(F) est de la forme (tm, ..., tm)
pour un élément ty € Th(F). L application 7" — TH, t — ty est un F—morphisme, que 1'on

note v. Bien stir vp : T(F) = Tu(E) — Tu(F) n’est autre que la restriction de application
N :G(F) — G(F) aT(F). Le diagramme suivant

(1) T—S o

||

T —> Tl
EH

est commutatif.
La restriction £z : Z(G) — T' de £ & Z(G) est un morphisme défini sur F', et on pose

T’ = Tl Xz(G) Z(é, 8)
On identifie 7/ & T'0' on 6’ est Pimage de 6 € Z(G, &) dans T". On pose
K =T(0), K =K'0.

Les données T'; et T' sont relevantes, et les choix effectués plus haut permettent de définir
des facteurs de transfert normalisés

Ay :D(Ty) - C*, A:D(T') — C*.
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D’apreés [AC, chap. 1, lemma 1.1], pour v = g0 € C~¥(F)7 lélément 4™ = N(g) est conjugué
dans G(F) = H(E) a un élément de H(F). La classe de H(F')-conjugaison de cet élément
est bien définie, et on la note N(v). Elle ne dépend que de la classe de G(F)—conjugaison de
v, et pour v, ¥ € é(F)7 on a N(v) = N(7) si et seulement si ¥ = 2~ '~y pour un 2 € G(F).
On note (T'(F) x G(F))/G(F) 'ensemble des orbites dans T"(F) x G(F) pour Daction de
G(F') par conjugaison sur le second facteur, et on définit (7% (F) x H(F))/H(F) de la méme
maniére. Soit

N (T'(F) x G(F))/G(F) = (T (F) x H(F))/H(F)
l'application définie par N(¢'0’,v) = (', N(v)).

Un élément v € G(F) est semisimple régulier (dans G) si et seulement la classe de
H (F)—conjugaison N(v) est semisimple réguliére (dans H), et d’aprés la commutativité du
diagramme (1), Papplication N se restreint en une application injective

Ny : D(T')/G(F) — D(Ty)/H(F).

REMARQUE 2. — Pour (t,h) € D(T}), le centralisateur Hj, = H" est un tore maximal de
H, elliptique et non ramifié. Par suite Hy,(F) ~ F'*, ot F'/F est la sous—extension de degré
nde F*/F, et det(h) € Np//p(F'). D’aprés [AC, chap. 1, lemma 1.4], il existe un élément
semisimple régulier v € G(F) tel que N(v) = h si et seulement si det(h) € Ng,r(E™), auquel
cas le couple (t'6’,~) appartient & D(T’). On en déduit que 'application Np est surjective
si et seulement si m divise n. |

Pour comparer les facteurs de transferts Axy et A, on ne peut pas utiliser brutalement
I’application Ny, car ceux—ci ne sont pas invariants par conjugaison en leur deuxiéme
variable : ils se transforment selon les caractéres w et wg. Il convient donc de reprendre
la construction de 2.3. Rappelons que l'on a posé K = K¢. On pose aussi Kg = K¢ ; on
a donc Kg = Kg(0). Alors il existe un k € Kg(0o™), invariant par 6, de sorte que le tore
To = k™ 1Tk soit défini sur F (et déployé sur F™*) et le morphisme composé

€o:To 251 & 77
soit équivariant pour les actions galoisiennes. Cela entraine que pour to € To(F') régulier
(dans @), les éléments v = tof € G(F) et 60&o(to)0’ € T'(F) se correspondent. De plus on
a légalité
€0(To(0)) = T'(0).
D’autre part, on a U'inclusion Tp(0) C Kg. Enfin, pour to € To(F) régulier, d’aprés le lemme
de 2.5, on a l’égalité
A(&o(to)d', t08) = Atr(€o(t0)d', tob).

On peut faire la méme construction pour H = GL(n). On pose X = K¢, . Alors il existe
kg € Ku(o™) tel que le tore To, g = k;{lTHkH et le morphisme &0 : Tow — Th = T
solent définis sur F. Ce tore To, g n’est pas mystérieux. On a T (F) = F'* ou F'/F est la
sous—extension de F"/F de degré n. On fixe une base de o’ ('anneau des entiers de F”)
sur 0. A 'aide cette base, on identifie H(F) = GL(n, F) a4 Autr(F’) et Ky au sous-groupe
de Autp(F’) qui conserve le réseau o’. Le groupe F'* agit par multiplication sur F’, donc
s’identifie & un sous—groupe de Autp(F’), et 'on peut prendre pour Ty, i (F) ce sous—groupe.
Puisque € =&y X -+ X &g, ona Kg =K x --- X K et 'on peut prendre k = (ku, -+, ku).
Alors on a Ty = Tg'; . Ces choix étant faits, on veut prouver I'égalité

2) 17,(8) = d(0") 2 A6, (r,we, 1)
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pour tout couple (8,7) € D(T"). D’apres le lemme de 2.3, si 6 ¢ K’, alors égalité (2) est
trivialement vraie. Il nous suffit donc de considérer le cas oit § = t'6" avec t' € T (0). On
choisit un élément to € To(0) tel que & (o) = t'. Puisque, dans notre espace G(F), les classes
de conjugaison stable coincident avec les classes de conjugaison ordinaire, on peut supposer
dans (2) que v = tof. Alors d’aprés le lemme de 2.5, le facteur de transfert A dans (2) se
réduit & Arr. On applique la construction de Kottwitz rappelée en 4.2. Le point est que le
groupe To(or) vérifie les mémes conditions (a), (b), (¢) que le groupe K, (ces conditions
résultent du théoréme de Lang, qui s’applique a tout groupe connexe). L’élément ¢ que 'on
introduit peut étre choisi dans To (o). Il commute donc & to et & N(to) et obtient simplement

h= N(to) < t00.

Cet élément h appartient a To g (F) et reléve notre élément de départ t', c’est-a-dire que
l'on a &, (h) = t'. Puisque (t',h) € D(T};), d’apreés [H], on a

(3) 1=15(t") = Au(t', W)™ (h,w, 1k).

Parce que h appartient & 7o,z (0), d’aprés le lemme de 2.5, le facteur de transfert Ay dans
(3) se réduit & Arr, . Pour prouver (2), il suffit donc de prouver 1'égalité

d(0") P An(t'd t0) 1% (v,we, 15 ) = Awu (', I (hyw, 1x).
D’apres 'égalité (6) de 4.2, il reste seulement a prouver 1'égalité
An(6,7) = Amu(t', ).

Celle—i est encore une fois presque tautologique.
Cela achéve la preuve du théoréme de 2.2.

REMARQUE 3. — On indique briévement une autre méthode, qui permet de faire ’écono-
mie du numéro 4.2. Notons F’'/F la sous—extension de degré n de F™/F. On a donc
Ty (F) ~ F"*. On introduit le groupe algébrique Hy défini sur F tel que le groupe Ho(F)
de ses points F-rationnels est égal au sous-groupe de F'* x GL(n, F) formé des (x,h) tels
que Npr/p(x) = det(h). On considére le couple (Go, Go) obtenu a partir de Ho xr E par
restriction des scalaires de E & F. En particulier, on a Go(F') = Ho(F). On peut montrer que
le lemme fondamental — toujours pour les unités — pour (é7 w) et la donnée endoscopique T"
est équivalent au lemme fondamental pour Go (sans caractére) et une donnée endoscopique
T, construite & partir de T". 1l suffirait alors d’appliquer la proposition 1 de [K, p. 245,
plus un calcul de facteurs de transfert. Notons que puisque le centre Z(Go) est connexe, on
peut aussi, grace a la proposition de 2.12, déduire directement le lemme fondamental pour
(Gap,w) qui nous intéresse du lemme fondamental pour Gy (sans caractére). |
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