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Résumé

Dans cette these nous présentons une description théorique et numérique détaillée des instabilités
et des dynamiques observées dans des systemes quasi-unidimensionnels de particules en interaction
répulsive soumises a un bain thermique.

Lorsque le confinement transverse décroit, ces systémes présentent une transition structurelle les
faisant passer d’une configuration en ligne a une configuration en zigzag, homogene ou inhomogene.
Nous avons mis en évidence et expliqué le changement de caractere de cette bifurcation qui passe
de sur-critique a sous-critique. La description quantitative de configurations d’équilibre stables,
appelées « bulles », a été réalisée, celles-ci correspondent a une coexistence de domaines en ligne
et en zigzag.

La dynamique des « bulles » a été ensuite étudiée a ’aide d’un modele de particule effective diffusant
dans un potentiel périodique induit par le caractere discret du systeme. Lorsque plusieurs « bulles »
coexistent, elles interagissent et se réorganisent pour former une configuration stable & une seule
« bulle » selon des mécanismes de coalescence ou de collapse. Nous avons montré que la topologie
de la configuration peut induire des effets de frustration conduisant & une interaction attractive ou
répulsive selon les cas.

Enfin, nous avons montré que les fluctuations transverses des particules divergent a ’approche
des seuils de transition et expliqué ces comportements par ’apparition de modes mous dans le
spectre de vibration. Cette description en modes propres nous a permis par ailleurs de comprendre
l'augmentation observée de la diffusion d’une chaine de particules dans un potentiel périodique

asymétrique par rapport a une chaine libre.

Mots clés : Théorie des bifurcations, Instabilités non-linéaires, Systémes unidimensionnels,

Ondes solitaires, Diffusion
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Un tres grand nombre de systemes physiques ou biologiques sont constitués de particules en
interaction répulsive confinées dans des canaux étroits leur interdisant tout croisement, les obligeant
ainsi a se déplacer de maniere quasi-unidimensionelle. On observe par exemple cette organisation
dans des systemes d’ions confinés par laser dans des pieges de Paul [95, 96, 28, 83], de particules
colloidales paramagnétiques confinées optiquement [79], de poussiéres confinées électrostatiquement
a lintérieur de plasmas chauds [79, 82, 98, 97] ou bien dans des systemes de billes millimétriques
en interaction éléctrostatique [20, 32, 35]. On la retrouve également au niveau de la cellule ou des
ions ou des molécules s’alignent les uns a la suite des autres pour traverser la membrane dans de

trés fins canaux  [68].

Les premiers travaux, tant expérimentaux que théoriques, consacrés a ces systéemes concernent
leurs configurations d’équilibre. Elles varient d’un systéme a ’autre selon le type d’interaction entre
les particules, 'intensité du confinement transverse, la densité de particules ou la taille des systemes.
Ainsi dans des systemes de particules en interaction & longue portée, la configuration d’équilibre
a fort confinement correspond a des particules toutes alignées le long de 'axe caractérisant le
minimum du potentiel de confinement. Lorsque le confinement est réduit, cette configuration en
ligne se déstabilise, le systéme s’organisant alors selon une configuration homogene appelée zigzag
dans laquelle les particules sont toutes distribuées en quinconce pour former un systéeme de deux
chaines couplées. Ces résultats ont été prouvés analytiquement pour un systeme de particules
en interaction coulombienne [52, 56, 89, 88] puis confirmés par des études expérimentales sur des
chaines d’ions confinés dans une géométrie annulaire par des pieges de Paul [12, 13] ou par des pieges
magnétiques [91, 57]. La taille du systeéme intervient également tout comme le nombre de particules.
Pour des systemes de taille finie et avec des conditions aux bords cycliques, la configuration en
zigzag homogene n’est observée que pour un nombre pair de particules. Dans le cas contraire il
a été montré [99] qu'une transition structurale existe tout de méme mais que les configurations
d’équilibre prises par le systeme apres la transition sont inhomogenes, des particules en quinconce
et en ligne coexistant a I'intérieur d’un méme systeme. Ces mémes configurations inhomogenes ont
été également observées plus récemment pour des systemes de particules confinées dans un canal
rectiligne de longueur finie, les particules en quinconce étant dans ce cas localisées au centre de la

cellule.

Lorsque les interactions entre particules sont de courte portée, le systeme, quelle que soit sa
taille, présente d’autres transitions que cette seule transition zigzag. En effet nous montrerons que
dans ce cas lorsque la force de confinement est réduite, la structure en double chalne ne reste stable
que pour un domaine restreint de confinement proche de la transition zigzag puis devient & son
tour instable. Le systéme présente alors une structure inhomogene. Il ne retrouve une configuration
en quiconce stable qu’a tres faible confinement, loin de la transition zigzag. Par exemple, des
configurations stables avec une structure en zigzag localisée et entourée de particules en ligne ont été
observées pour des poussieres chargées dans des plasmas chauds confinées dans une cellule annulaire,

par Sheridan et al. [98, 97]. Les mémes configurations d’équilibre inhomogenes ont été également

13



14 INTRODUCTION

observées dans des expériences de colloides piégés [103] ou des systémes de billes métalliques en
interaction électrostatique [30, 35, 34, 37].

Dans toute la suite du manuscrit nous nous restreindrons, sauf mention explicite, a des systéemes
dans lesquels les particules sont en interaction a courte portée, c’est-a-dire ne dépassant pas quelques
fois la distances entre particules'. Nous considérerons des systémes infinis ou des systémes ayant
un nombre pair de particules et une cellule de confinement qui pourra étre annulaire ou rectiligne
avec des conditions aux bords périodiques. Nos résultats seront obtenus soit grace a des modeles

analytiques soit par des simulations numériques dont les détails sont fournis en annexes.

Dans la premiere partie de cette these il s’agira d’étudier ces transitions structurales et leur na-
ture, d’identifier les différents domaines d’existence et la forme de chacune des structures d’équilibre
observées. Tous ces systemes peuvent étre modélisés par des particules ponctuelles en interaction
répulsive confinées transversalement par un potentiel harmonique de raideur 8 (I'influence de I’an-
harmonicité du confinement a été étudiée dans la référence [69]). La transition zigzag peut étre
facilement décrite dans ce cadre. La configuration d’équilibre est caractérisée par un unique pa-
rametre h, appelé la hauteur du zigzag, qui définit la distance transverse des particules a I’axe de
confinement. Deux énergies sont en compétition pour établir la configuration d’équilibre : I’énergie
d’interaction répulsive entre les particules qui tend a éloigner les particules et 1’énergie de confi-
nement transverse qui tend a les aligner. L’énergie totale de ces systemes homogenes ne dépend
que de la hauteur h. Le paysage énergétique du systeme de part et d’autre de ce seuil est présenté
figure 1. Il existe une valeur critique 7z caractérisant le seuil de la transition. Pour un confinement
B8 > Bzz, le minimum d’énergie est obtenu pour h = 0 et le systeme présente une configuration
d’équilibre en ligne. A l'inverse pour 8 < Bzz, la solution h = 0 devient un maximum local d’énergie
tandis qu’apparaissent deux minima de I’énergie symétriques a £h ( h > 0), le systeme adopte alors
une configuration zigzag ou zagzig. Ce changement de conformation s’explique par le fait que le
cout énergétique pour les particules qui doivent « monter » le long du potentiel de confinement est
contrebalancé par une diminution de I’énergie d’interaction entre particules due a leur plus grand

éloignement les unes des autres.

E(h)
E(h)

h h

FIGURE I — Représentation schématique de 'énergie E(h) d’une configuration homogéne en
fonction de la hauteur de zigzag h, en (a) pour 8 > Bzz et en (b) pour 8 < Bzz, avec un

schéma des configurations associées aux extrema d’énergie.

1. Les notions de courte et longue portée sont précisées aux chapitres 2 et 3.



INTRODUCTION 15

En considérant l'intensité du confinement comme un parametre de controle et la hauteur du
zigzag h comme un parametre d’ordre, on retrouve ici les caractéristiques d’une bifurcation fourche
sur-critique équivalent dans le formalisme des transitions de phases a une transition du second
ordre de Ginzburg-Landau [89, 56, 52, 100]. Le caractére sur-critique de cette transition zigzag a
été confirmé dans de nombreux systemes expérimentaux notamment dans des cellules rectilignes
finies pour lesquelles le zigzag est inhomogene, le parametre d’ordre étant alors défini comme la
position transverse de la particule la plus éloignée de I'axe du confinement.

Le premier chapitre rappellera les principaux résultats concernant cette transition zigzag [30].
Nous présenterons en particulier I’évolution de I’énergie du systeme avec le confinement et I’expres-
sion de la valeur du confinement seuil 8zz. Nous reviendrons également sur le calcul des modes
propres de vibration de la chaine rectiligne pour montrer comment la décroissance de la fréquence
de I'un d’eux lorsque le confinement décroit annonce la transition zigzag, la transition ayant lieu
lorsque la fréquence de ce « mode mou » s’annule.

Le second chapitre sera consacré a ’étude de la stabilité de la configuration zigzag proprement
dite. A notre connaissance les conditions qui rendent cette configuration instable n’avaient encore
jamais été caractérisées. Pour les identifier, le calcul des modes propres de vibration de la configu-
ration zigzag a été réalisé pour une interaction quelconque entre particules. Nous avons ainsi mis en
évidence l'existence de modes dont la fréquence devient imaginaire pure lorsque le confinement dé-
croit et avons pu déterminer les conditions pour lesquelles cette signature de 'instabilité du zigzag
apparait. Le role majeur de la portée )y de Uinteraction a pu notamment étre mis en évidence. La
stabilité des zigzag formés a partir de particules en interaction coulombienne, tels que les ions pié-
gés [52, 28, 56, 100] a été ainsi expliquée tout comme nous avons pu justifier que la configuration en
zigzag devient instable pour des interactions dipolaires telles qu’entre particules colloidales [8, 103],
pour des interactions de portée finie telles qu’entre poussieres dans les plasmas [82, 98, 97| ou entre
des billes en interaction électrostatique écrantée [30, 39, 37]. Des criteéres généraux de stabilité ont
pu étre analytiquement établis. Nous montrerons ainsi que pour un rapport \g/d donné, il existe
un domaine de hauteurs de zigzag, caractérisé par deux hauteurs seuils hc; et hcg, entre lesquelles
cette configuration ne peut étre stable. Ces criteres expliqueront aussi pourquoi, tout parametre
étant identique par ailleurs, de petits systemes peuvent étre stables alors que de plus grands ne le
sont pas.

Reste a comprendre la nature et la forme des configurations observées lorsque le zigzag homo-
gene est instable. Le chapitre 3 y sera consacré. Apres avoir décrit les configurations observées dans
le domaine d’instabilité du zigzag et les cycles d’hystérésis associés aux changements de configu-
rations lorsque le confinement croit puis décroit lentement dans le temps, un modele simple de
coexistence de phases sera présenté. S’il permet de rendre compte correctement de la forme des
configurations observées, il n’explique ni le mécanisme physique a l'origine de ces structures in-
homogenes ni les cycles d’hystérésis observés. Les résultats de la littérature suggéraient que dans
certaines conditions la bifurcation puisse étre sous-critique plutét que sur-critique. L’origine de ce
changement de caractere de la bifurcation zigzag est en fait une question générale et se retrouve
dans le cadre plus vaste de la théorie des bifurcations. En effet il a déja été mentionné de nom-
breux problemes d’instabilité de systemes pour lesquels un tel phénomene a été observé comme par

exemple I'apparition de rouleaux de convection [73, 11, 85, 10], d’ondes de surface [41], ou de fronts
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de solidification [71, 47, 90] dans des géométries étendues ou annulaires. Dans tous ces systémes,
une bifurcation fourche sur-critique était attendue, cependant les expériences dans des cellules pé-
riodiques ont montré des comportements sous-critiques. Aussi avons-nous développé un modele
non linéaire de transition zigzag couplant les champs de déplacement longitudinal et transverse
des particules et ainsi construit analytiquement la forme normale de la bifurcation. Les équations
dynamiques de ces deux champs ont été établies pour ensuite en calculer les solutions stationnaires.
Nous montrerons qu’a cause de 'invariance par translation ou par rotation des systeémes considérés
et du couplage induit par les non-linéarités entre le mode de Goldstone associé a cette invariance et
le mode mou lié a l'instabilité, la bifurcation peut devenir sous-critique [49, 18, 48]. Les conditions
pour lesquelles la bifurcation change de caractere seront également précisées. Soulignons que dans
la description de ce mécanisme présentée dans la référence [18], les termes de la forme normale
de la bifurcation sont déduits uniquement a partir d’arguments de symétrie mais les valeurs nu-
mériques des coefficients ne sont pas directement données par l’analyse. Dans notre approche, la
dynamique microscopique sous-jacente a la transition zigzag est au contraire connue a partir des
équations dynamiques du systéme, ce qui offre 'opportunité de déterminer explicitement et non
plus phénoménologiquement la forme normale et ainsi de connaitre I’expression de ses coefficients
en fonction des parametres du probleme.

Ce modele a été développé a température nulle. Pour pouvoir 'utiliser pour interpréter les phé-
nomenes observés dans la littérature ou dans nos simulations a température non nulle, il nous a
fallu étudier la robustesse de ses conclusions en présence d’un bruit thermique. C’est pourquoi,
apres avoir montré que les structures inhomogenes restent stables dans une large gamme de tem-
pérature, le chapitre 4 sera consacré a l'influence d’un bruit thermique sur la bifurcation fourche
sous-critique, ’accent étant mis sur I’évolution des cycles d’hystérésis avec la température. Deux
régimes seront identifiés selon la température. Un régime dit « d’hystérésis » observé a basse tem-
pérature pour lequel les deux états de la boucle restent distinguables et les boucles d’hystérésis bien
discernables et un régime dit « d’intermittence » dans lequel I'agitation thermique est suffisante
pour que le systeme bascule d’une configuration a 'autre durant la mesure & confinement donné,
« floutant » puis effagant progressivement les boucles d’hystérésis. Nous montrerons toutefois que
paradoxalement 1’étude des temps de résidences du systeme dans chacun des états dans ce régime
a haute température permet de reconstruire le diagramme d’hystérésis observable a basse tempéra-
ture. Soulignons que dans ce chapitre nous traiterons uniquement du role de la température sur la
transition structurelle du systeme, les comportements dynamiques des structures liés a ’agitation
thermique seront traités dans la partie II suivante.

Enfin nous présenterons dans le chapitre 5 la détermination compléte des formes des configura-
tions inhomogenes prises par le systeme. Ces formes seront calculées a partir du modele non linéaire
présenté au chapitre 3. Dans ce cadre, elles apparaissent comme des solutions stationnaires des équa-
tions de mouvement issues du modele non linéaire. Deux formes particulieres seront détaillées. L une
correspondant & une onde solitaire, c’est-a-dire a une solution localisée d’amplitude non nulle qui
sera appelée bulle, et 'autre qui n’est qu’une simple modulation de la hauteur du zigzag sur toute
I’étendue du systeme. Les formes prédites seront comparées quantitativement aux configurations
inhomogenes observées en simulation, un tres bon accord étant trouvé et ce jusque dans les détails

des configurations. Notons que ces résultats constituent la premieére validation quantitative précise
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du mécanisme de couplage de modes au seuil d’une bifurcation sous-critique.

Apres avoir exploré les propriétés structurales de ces systémes, nous nous sommes intéressés a
leurs dynamiques sous 'influence d’un bain thermique. Les propriétés dites « Single File Diffusion »
d’une chaine linéaire de particules sont connues depuis longtemps pour une interaction de type
coeur dur [64, 76, 104] et plus récemment pour une interaction a plus longue portée [72, 31, 32].
En particulier, il a été montré dans ce dernier cas que les propriétés dynamiques des particules
pouvaient étre déterminées en calculant et superposant les diffusions des coordonnées normales
associées aux modes propres de vibration du systeme [30]. Ce modele de reconstruction sera rappelé
au chapitre 8. En revanche peu d’études existent dans la littérature concernant la dynamique de
ces systemes au-dela du seuil de transition zigzag. Nous nous sommes donc intéressés a deux de
ces aspects, a chaque fois pour leur intérét intrinseque mais aussi parce que les systémes étudiés
peuvent étre considérés comme des systemes modeles, ces études permettant alors de répondre a

des questions d’ordre plus général.

Le premier de ces sujets constituera la deuxiéme partie de ce mémoire et concerne les mouve-
ments des structures inhomogenes et leurs interactions. Le mouvement d’une seule bulle sera décrit
au chapitre 6. En effet, si elles sont stables sur une large gamme de température, les bulles ne
restent pas statiques mais se déplacent sans déformation de leur enveloppe sur de longues distances
sous l'influence du bruit thermique. Ce déplacement ne correspond pas a un mouvement longitu-
dinal d’ensemble des particules constituant la bulle, mais est celui de ’enveloppe de la bulle par
rapport a la chalne de particules qui, elles, se déplacent relativement peu. Ce mouvement de 'onde
solitaire induit un renouvellement permanent et complet des particules participant a la forme de
bulle et leur réorganisation le long de I’enveloppe. Ceci conduit a ce que ’énergie potentielle du
systeme dépende de la position de la bulle. Cette énergie présente ainsi une modulation périodique
avec comme période la distance moyenne entre particules et une amplitude de modulation AF
qui change avec la raideur du confinement transverse. Nous montrerons que le mouvement de la
bulle & haute température (kT > AFE) est un processus diffusif décrit comme la diffusion libre
d’une particule effective de masse Mp ayant un coefficient de diffusion Dp = kT /Mpy, ou T et
~ sont respectivement la température et le coefficient de dissipation du systeme. La « masse » Mp
de la bulle sera calculée a ’aide du modele non linéaire développé précédemment et nous verrons
qu’elle ne dépend que de la forme de I'enveloppe. En revanche, a basse température (kT < AE),
le mouvement de la bulle n’est plus libre mais se trouve au contraire dominé par la modulation
de I'énergie potentielle qu’il induit, la bulle pouvant méme rester immobile a tres basse tempéra-
ture. Nous montrerons que les mouvements observés correspondent & ceux de la particule effective
diffusant sur un potentiel périodique dont 'amplitude de modulation est égale & AE.

Lorsque le confinement est a l'intérieur de la zone d’instabilité du zigzag, le systeme de parti-
cules peut présenter des configurations métastables faites de plusieurs bulles identiques. Dans les
systemes de grandes tailles, leur durée de vie est suffisante pour que ’on puisse observer leurs inter-
actions et étudier la facon dont elles se réorganisent pour ne former finalement qu’une seule bulle
correspondant a I’état d’équilibre. Nous montrerons dans le chapitre 7 que 'interaction entre bulles
dépend crucialement du nombre de particules entre les bulles. Si ce nombre permet que les distribu-

tions en quinconce des particules des deux bulles soient compatibles et autorise la formation d’une
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bulle unique sans contrainte, leur interaction est attractive. A I'inverse, si les positions relatives des
particules dans les deux bulles interdit cette réorganisation sans défaut topologique, I'interaction
sera répulsive. L’ensemble des deux bulles sera dit Non-Frustré dans le premier cas et Frustré dans
le second. Soulignons qu’il s’agit 1a de comportements intrinsequement liés au caractere discret du
systeme, cette distinction n’ayant pas de sens pour des systémes continus pour lesquels l'interac-
tion serait toujours attractive. Apres avoir donné une interprétation simple de cette différence de
comportement basée sur le déphasage des champs de déplacement transverse de chaque bulle, nous
détaillerons un calcul perturbatif issu de notre modele non linéaire rendant compte des principales
caractéristiques de l'interaction entre structures localisées. Par ailleurs, deux processus de réorga-
nisation vers un état a une seule bulle ont été identifiés et seront détaillés. Le premier correspond
au rapprochement et a la fusion des deux bulles. Ce processus dit de coalescence est uniquement
possible pour les configurations Non-Frustrées pour lesquelles les bulles peuvent s’attirer. Le second
correspond a la disparition d’une bulle, qui semble se vider au profit de la seconde. Ce processus
appelé collapse est activé thermiquement et est dominant & haute température. Ce processus ne
nécessitant pas la mise en contact des bulles, il peut intervenir a la fois pour les systémes Frus-
trés et Non-Frustrés, la configuration finale atteinte étant la méme dans les deux cas. Au-dela de
ces résultats concernant les structures localisées proprement dites, soulignons que ces études nous
éclairent aussi sur le probleme plus général de la dynamique des ondes solitaires en présence d’un
bain thermique dans le cas d’un systeme discret, la majeure partie des résultats existants se limitant

a des systemes continus.

La derniére partie de cette these sera consacrée a la dynamique, non plus des structures collec-
tives du systeme, mais a celle des particules elles-mémes. Notre intérét s’est porté tout d’abord sur
le cas des particules appartenant & des configurations homogenes. Nous verrons, dans le chapitre 8,
que l'étude des Déplacements Quadratiques Moyen (DQM) de ces particules permet notamment
d’identifier avec précision les valeurs seuils des confinements pour lesquelles apparaissent les tran-
sitions de phases configurationnelles décrites précédemment. En effet, comme nous 'avons déja
mentionné les DQM transverses des particules peuvent étre reconstruits a partir de la superposi-
tion de ceux des coordonnées normales associées aux modes propres de vibration du systeme, chacun
d’eux saturant pour une valeur inversement proportionnelle au carré de sa fréquence propre. Une
divergence de ces DQM est ainsi observée a chaque transition structurale puisque chacune d’elle est
associée a un mode mou dont la fréquence devient nulle a la transition. Dans un premier temps on
considerera le cas de la transition zigzag. Celle-ci avait été étudiée lorsque le confinement transverse
décroit, a partir de la configuration d’équilibre en ligne. Nous I’étudions ici a confinement transverse
croissant, lorsque la configuration d’équilibre est un zigzag. Apres avoir calculé les modes propres
de vibration d’une double chaine homogene et le DQM transverse correspondant, I’évolution de sa
divergence a ’approche de la transition zigzag sera déterminée et comparée aux résultats obtenus
par simulation. Nous constaterons que, malgré les nombreuses transitions entre les configurations
zigzag et zagzig, au voisinage du seuil la variation du DQM transverse avec la hauteur du zigzag a
confinement transverse croissant est identique a celle calculée & confinement transverse décroissant.
On étendra ensuite 'analyse des DQM aux seuils de transitions faisant passer le systéme d’une

configuration en zigzag a une configuration bulle. Nous montrerons en particulier que I'exposant
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critique caractérisant la divergence du DQM a I'approche de la transition differe de celui observé au
seuil de transition zigzag. Par ailleurs, nous verrons que le couplage entre les déplacements longitu-
dinaux et transverse entraine une modification simultanée de leurs DQMs au seuil de la transition
zigzag vers bulle, contrairement a la transition zigzag dont la signature n’est visible que sur le DQM
transverse.

Par ailleurs la configuration zigzag homogene peut étre considérée comme un systeme de deux
chaines identiques couplées, chacune se déplacant dans le potentiel créé par 'autre. Cette opportu-
nité nous permettra d’exploiter dans le chapitre 9 I’étude de la dynamique de leurs particules pour
mieux comprendre la diffusion (dans la limite de déplacements inférieurs a la période du potentiel)
d’une chaine sur un potentiel périodique fluctuant pour laquelle peu de résultats existent dans la
littérature. Nous examinerons tout d’abord le cas d’un potentiel statique. Dans le cas d’une chaine
ayant le méme nombre de particules que le potentiel a de puits, nous montrerons que 1’on retrouve
le comportement des DQM longitudinaux des particules d’une chaine libre ou piégée selon la hau-
teur de barriere du potentiel qui, dans la représentation initiale, rend compte de la distance entre
chaines. Les fluctuations de position du potentiel seront ensuite prises en compte, 'hypothéese étant
faite qu’il puisse exister un transfert de fluctuations entre le potentiel et les particules de la chaine.
Pour ce faire, les notions de température effective et de potentiel moyen seront définies. Dans le
cas de deux chaines identiques, nous retrouverons ainsi les valeurs des DQM obtenues directement
pour la configuration zigzag a partir de I’étude des modes propres de vibration, accord qui valide la
procédure proposée pour décrire cette dynamique. Le résultat le plus surprenant est obtenu dans le
cas d’un systeme dans lequel chaque période du potentiel contient plusieurs particules de la chaine,
c’est a dire deux chaines couplées mais ayant un nombre différent de particules, leurs nombres res-
tant néanmoins commensurables. De telles configurations ne peuvent bien entendu pas exister dans
une géométrie en zigzag linéaire cependant elles correspondent aux figures d’équilibre observées
dans les ilots de Wigner, systémes de particules en interaction répulsives confinées dans un disque
qui s’organisent en couronnes concentriques ayant chacune un nombre spécifique de particules?.
En nous appuyant sur un modele analytique décrivant le mouvement de particules localisées au
maximum et au minimum du potentiel, nous monterons que lorsque les courbures du potentiel &
ces extrema sont différentes, les DQM longitudinaux de la chalne soumise au potentiel peuvent
étre supérieurs a ceux de la chaine libre. Nous discuterons en détails 'origine de cette surprenante
augmentation de la mobilité des particules et verrons qu’elle peut étre quantitativement attribuée
a I'ouverture d’'une bande interdite dans le spectre de vibration de la chaine due a la perturbation
crée par le potentiel sous-jacent. Nous monterons que ce mécanisme rend compte qualitativement
d’un phénomene qui avait été observé dans les ilots de Wigner mais qui n’avait pas été expliqué [26].

Une généralisation au cas de plus de deux particules par période sera ensuite discutée.

Tous ces résultats théoriques et obtenus par simulation ont été réalisés avec des particules
ponctuelles cependant dans de nombreux systémes physiques les particules sont de taille finie. Pour

vérifier que 'on retrouve bien les résultats que nous présentons dans de tels systemes, nous avons

2. Par exemple un ilot de 19 particules est constitué de trois couronnes portant respectivement (1/6/12) particules

tandis qu’un ilot de 9 particules n’aura que deux couronnes avec (3/6) particules [24, 26, 23].
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réalisé des expériences a l'aide de billes métalliques en interaction électrostatique. La description
du montage ainsi que les modifications que nous avons réalisées afin de pouvoir faire varier le
confinement des billes sont présentées dans 'annexe B et quelques résultats sont présentés sur le

site internet [1].
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Chapitre 1

Transition zigzag : instabilité d’une

chaine rectiligne de particules
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1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’évolution de systémes de particules en interaction répulsive confi-
nées en ligne droite par un potentiel transverse, lorsque ce potentiel décroit ou lorsque la densité
de particules augmente. En nous concentrant uniquement sur le changement de configurations dans
de tels systéemes, nous montrerons que si une configuration en ligne est privilégiée pour un fort
confinement (respectivement une faible densité), il existe une valeur de confinement seuil Sz7 en
dessous de laquelle il devient favorable pour le systeme de s’organiser en deux chaines disposées
en quinconce. Nous discuterons rapidement la description de cette transition zigzag a partir d’une
analyse énergétique et nous définirons ainsi la valeur de confinement seuil pour laquelle la confi-
guration du systeme change. Ensuite, nous présenterons en détails ’analyse de stabilité linéaire de
la configuration en ligne a l’aide de ses modes propres de vibration et nous retrouverons ainsi le
confinement seuil.

Afin d’introduire la description de la transition zigzag & laquelle nous allons nous intéresser, nous
rappellerons dans ce chapitre quelques résultats obtenus et présentés dans la these de Jean-Baptiste
Delfau [30].
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1.2 A propos de la transition zigzag

La transition zigzag a été abondamment étudiée, a la fois analytiquement et expérimentalement
pour une grande quantité de systemes différents [89, 56, 52, 100].

On peut comprendre simplement cette transition a partir d’'une étude rapide de I’énergie d’un
systeme de 2N particules placées dans une cellule périodique de longueur L, la distance moyenne
entre particules étant donc d = L/2N. Le long de la direction longitudinale (direction z) on
considere des conditions aux bords périodiques et dans la direction transverse (direction y) les
particules sont confinées par un potentiel harmonique de raideur (8. Les particules interagissent
avec un potentiel d’interaction répulsif quelconque caractérisé par une échelle d’énergie Uy et une
portée caractéristique A\g. On laisse également la possibilité aux particules de se déplacer de facon
alternée et homogene sur une distance h dans la direction transverse. Cette distance correspond a la
hauteur du zigzag, autrement dit la valeur absolue de la position transverse des particules. Pour un

tel systeme ’énergie de chaque particule est identique et 1’énergie du systeme s’écrit simplement :

N N—-1
E =2N ZU<\/d§+4h2>+ ZU(de)+§h2 = 2N Ey, (1.1)
=1 i=1

avec dj = (2j — 1)d. Ici le premier terme correspond a l'interaction avec les particules voisines
éloignées d’un indice impair (ces particules sont nécessairement situées sur la chaine opposée du
zigzag) et le second terme correspond a l'interaction avec les particules voisines éloignées d’un indice
pair (celles-ci se trouvent dans la méme chaine que la particule considérée). Enfin le troisieme terme
correspond a l’énergie de confinement.

On cherche la valeur de hauteur h pour laquelle I'énergie du systeme est minimale. Pour cela on
peut considérer que proche du seuil de transition zigzag, ’amplitude h est faible, et on développe

cette énergie au quatriéme ordre en h. On trouve alors que 1’énergie de chaque particule, Ey s’écrit :

N N-1 N N
) 2U' (d; 2U" (d; 22U (d;
By~ Uldy)+ Y U(2jd) + h’ §+ ) # +ht D ( dg( i) _ dg J)> +0O(h)
j=1 j=1 j=1 J j J

j=1 J

as a4

(1.2)

ou U'() = dU(-)/dz. Les deux premiers termes du développement correspondent simplement a

I’énergie associée a la configuration en ligne, et les termes suivant correspondent au développement
de I’énergie en puissance de h.

A partir de la minimisation de I’énergie Ey par rapport a h on peut déterminer les configurations

d’équilibre. On note que le coefficient du développement d’ordre quatre en h, a4, est positif. On

distingue donc deux types de configurations d’équilibre séparées par la valeur de confinement seuil :

N

F(d; )
Bzz = 42 PR (1.3)
7j=1
avec F'(-) = —U'(-)!. Tant que B > Bzz, le coefficient ay est positif de telle sorte que seule la

1. A titre d’ordre de grandeur, pour une interaction en fonction de Bessel modifiée[voir équation (2.32)] et d/Ao =

3.91, nous trouvons Bzz = 5.82 x 10™* N/m, ce qui correspond & une énergie de Bzzd?/kp = 1.5 x 10'* K et une

fréquence de \/Bzz/m = 16.5 s7".
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hauteur h = 0 minimise ’énergie. Lorsque 8 < fSzz, le coeflicient ay devient négatif et il existe
alors trois valeurs de hauteur minimisant I'énergie, h = 0 et h = :I:\/m. La solution h = 0
correspond & une solution stable pour 8 > Bzz et instable pour 8 < Bzz, alors que les solutions
h = i\/m sont stables dans leur domaine d’existence, 8 < Bzz.

La transition zigzag correspond ainsi a une bifurcation fourche surcritique avec comme para-
metre de contrdle I'intensité du confinement et comme parametre d’ordre la hauteur du zigzag. Le
diagramme de bifurcation pour une telle transition est présenté figure 1.1, les deux branches de la
bifurcation correspondent a 'existence de deux configurations en quinconce symétriques, appelées
configuration zigzag et zagzig, caractérisées par un méme parametre d’ordre et une méme énergie.
Ces deux configurations sont présentées schématiquement en insert de la figure 1 (b) représentant

schématiquement le paysage énergétique pour 8 < 5zz.

Bzz
B

FIGURE 1.1 — Evolution de la hauteur d’équilibre théorique en fonction de la raideur du confi-
nement 3. Les courbes bleues en traits pleins représentent les solutions d’équilibre stables et les

courbes en tirets les solutions d’équilibre instables.

Dans cette analyse les particules de la ligne se déplacent uniquement transversalement, la dis-
tance longitudinale entre particules restant identique et égale a L/2N. C’est pourquoi nous allons
dans la section 1.3 procéder a I'analyse de stabilité linéaire complete de la configuration en ligne

en laissant libre les déplacements longitudinaux et transverses dans le systéme.

1.3 Mode mou de la configuration en ligne au voisinage de la
transition

Décrivons les modes propres de vibration d’une chaine de particules en interaction, et plus

particulierement leur comportement a I'approche du seuil de transition zigzag Bzz, lorsque 5§ —

+
/BZZ'
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On considere initialement le systeme placé dans une configuration en ligne? (8 > Bzz). Les
positions d’équilibre des particules sont donc données par {pd,0} ou p correspond & l'indice de la
p™me particule. On suppose alors de faibles déplacements {x,(t), y,(t)} des particules autour de leurs
positions d’équilibre, tels que A, = {pd + z,(t), y,(t)}, ou les amplitudes des déplacements |z,| et
lyp| sont beaucoup plus petites que la longueur caractéristique du systeme d.

Afin de garder le méme formalisme pour traiter tout type de potentiels d’interaction, nous
prendrons en compte toutes les interactions entre particules. Bien entendu, pour des interactions a
courte portée, il serait possible de considérer uniquement un nombre fini de particules voisines : par
exemple il a été montré que dans le cadre d’interaction en fonction de Bessel modifiée?, qu’il est
suffisant de considérer 'interaction avec les seconds plus proches voisins pour obtenir les fréquences
propres d’une configuration linéaire avec une bonne précision [32, 35].

L’énergie potentielle d’un tel systeme s’écrit :

2N 2N g
E= Z Z U(\/(xp-i-j —ap+Jd)* + Wp+j — Yp)?) + 3 Z yf;, (1.4)
p=1 j=1 p=1

ol les conditions aux bords périodiques impliquent que les indices des particules qui sont congruents
modulo 2N correspondent a la méme particule. En développant I'expression de I’énergie au second
ordre en puissance des petits déplacements, et en utilisant les équations d’Euler-Lagrange on obtient

les équations linéarisées du mouvement pour chaque particule p :

2N
mip = Z U"(jd) (xp—j + Tp4j — 2p) (1.5)
j=1
2N .
. U'(jd)
mijp = “id (Up—j + Yp+i = 24p) = Pyp (1.6)
j=1

Nous voyons donc que, lorsque la configuration de base est rectiligne, les mouvements longitudinaux
et transverses sont découplés [30].
En raison des conditions aux bords périodiques, ces déplacements peuvent étre projetés sur les

modes de Fourier. On peut écrire que x,42n = ), et par suite :

2N 2N
1 o o
z(s,t) = IN E xj(t)eﬂ;_NS] et xz(t) = g i(s,t)elg_l\fs]. (1.7)
j=1 s=1

En appliquant cette projection aux équations (1.5) et (1.6), et en notant ¢(s) = 2ws/(2N), on

obtient le systeme d’équations suivant :

2N
mi(s,t) = Y _4U"(jd)sin’ <@j> i(s,t) (1.8)

j=1

2. Cette configuration en ligne est stable uniquement pour les forts confinements, c’est pourquoi on se place dans

cette analyse nécessairement dans le domaine de confinement 8 > Bzz.
3. Ce type d’interaction entre particules est utilisé a titre de comparaison avec les systémes de particules millimé-

triques en interaction électrostatique, comme présenté en Annexe B.
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: U'jd) . o (a(s)
my(s,t) = 4———=sin”“ | —=)j | — y(s,t 1.9
y()zjd 5 )d ) =6 | 9(s.t) (1.9)
Ce systeme d’équations découplées se caractérise par une matrice dynamique déja diagonale, dont
les valeurs propres correspondent directement aux modes propres de vibration longitudinaux et
transverses du systeme.

Les relations de dispersion respectives s’écrivent :

2N
m(wr(s))? = Z4U”(jd) sin? (%s)]> , (Longitudinal) (1.10)
j=1
2N .
U'(jd
m(wr(s))? = ;4;72) sin? <%8)]> — B, (Transverse) (1.11)
4 (;) ~~~~~~ - | 4f (b) ~~~~~~
N 3’ N 3,
3 3
z\l3 ol z\l3 ol
S S
0's : i : : 0's : i : =
0 /4 /2 3r/4 b 0 /4 /2 3r/4 b

FIGURE 1.2 — Relation de dispersion adimensionnée mwQ/BZZ pour les modes transverses (en
rouge) et longitudinauz (en vert) en fonction du nombre d’onde sans dimension q. Le potentiel
d’interaction correspond a une fonction de Bessel modifiée, avec pour portée \g = 0.48 mm et
d = 1.875 mm (d/)\o = 391) d’ou ﬂZZ = 5.82 1074 N/m (a) ﬂ == 1-55ZZ et (b) ﬂ == ﬂzz.
Les points correspondent aur modes accessibles pour un systeme de 32 particules. Les courbes
en tirets violets et bleus correspondent au repliement des branches transverses et longitudinales

dans la demie zone de Brillouin et les fleches magenta indiquent les modes de fréquence nulle.

La figure 1.2 représente les relations de dispersion transverse et longitudinale pour 8 = 1.587
(a) et pour 8 = Bzz (b). Sur la figure 1.2 (a), lorsque 5 > Bzz on observe qu'il n’existe qu'un
seul mode de fréquence nulle. Ce mode w%(q = 0) = 0 est associé a I'invariance par translation du
systeme. Il est également appelé « mode de Goldstone » dans le cadre de la théorie des brisures
spontanées de symétrie [84, 60]. Cependant lorsque le confinement diminue jusqu’a atteindre la
valeur seuil 7z, on observe 'apparition d’un second mode de fréquence nulle?, w%(q =7) =
0. [voir figure 1.2 (b)]. On retrouve en réécrivant I’équation (1.11) la valeur du seuil 7z défini

précédemment par ’analyse énergétique [voir équation (1.3)], qui a pour expression :

N ‘
U'((2j —1)d)
=—4 —_— 1.12
Bzz ; (2) —1)d (1.12)
Et on remarque que ce seuil de bifurcation zigzag ne dépend que de l'interaction avec les N par-

ticules distantes d’un multiple impair de d de la particule considérée. Le mode de fréquence nulle

4. La valeur de confinement seuil a été définie pour cela dans 1'équation (1.12).
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correspondant est associé au nombre d’onde le plus élevé du systeme et a pour vecteur propre de
vibration le déplacement en quinconce des particules [voir figure 1.3]. Lorsque le systéme est proche
de la transition, ce mode mou domine totalement le comportement des particules. En effet a la
transition, la fréquence de ce mode est nulle, les déplacements associés deviennent alors statiques
et la configuration d’équilibre adopte une forme de zigzag. La figure 1.3 compare les déplacements
associés au mode mou aux positions d’équilibre pour 5 < Bzz et |5 — Bzz| < 1, c’est-a-dire juste
apres le seuil de transition zigzag. La configuration d’équilibre a bien la méme forme que le mode

mou a la transition.

04

X (a)
® -
5 0.2 ? E
é, 0.0“‘ 7\;
= *
2 -02 >
E —04 0
0O 10 20 30 40 50 60 70 10 20 30 40 50 60
X (mm) <x> (mm)

FIGURE 1.8 — (a) : forme de mode mou en fonction de la position de la particule x en mm. (b) :
positions d’équilibre des particules {x,y} en mm pour un systéme périodique de 32 particules
de longueur L = 60 mm. (Figure V.23 de la Thése de J-B. Delfau[30])

Cette analyse linéaire décrit bien la perte de stabilité de la configuration en ligne au profit
d’une configuration zigzag. Cette configuration correspond a un mode mou apparaissant dans la
relation de dispersion transverse pour un confinement seuil 5z défini par I’équation (1.12), qui est
identique a la définition du seuil obtenue par 1’analyse énergétique [voir équation (1.3)]. Cependant
comme nous ’avons indiqué cette analyse est valable uniquement dans la limite ou la configuration
en ligne est stable, autrement dit pour § — B}Z par valeur supérieure. Dans le prochain chapitre
nous nous intéresserons a ce qui se passe au dela de la transition, c’est a dire pour 8 < Bzz. Nous

étudierons la stabilité linéaire et les modes propres de la configuration zigzag elle-méme.

1.4 Conclusion

Les systémes de particules en interaction confinées par un potentiel transverse présentent une
transition configurationnelle lorsque le confinement transverse diminue. Cette transition voit la
configuration d’équilibre du systeme passer d’une structure en simple chaine, ou les particules sont
alignées au fond du potentiel de confinement, a une structure en double chaines dite en zigzag pour
laquelle les particules se distribuent en quinconce de part et d’autre du minimum de confinement.

Nous avons montré dans ce chapitre que cette transition zigzag peut étre décrite a ’aide d’un
modele énergétique simple permettant de montrer que la transition zigzag correspond a une bifur-
cation fourche surcritique. Cependant ce modele énergétique reste tres rudimentaire et ne considere
que le déplacement transverse et uniforme (en valeur absolue) des particules dans le systeme.

C’est pourquoi nous avons ensuite présenté le calcul des modes et fréquences propres de la
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chaine de particules en ligne. La transition zigzag dans ce cadre est caractérisée par ’apparition
d’un mode mou de fréquence nulle au seuil de confinement 57z. Ce mode mou correspond au mode
transverse de nombre d’onde ¢(s) = 7, et les déplacements associés & ce mode propre induisent une

configuration « gelée » identique a la structure zigzag.
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Chapitre 2

Stabilité de la configuration zigzag :

analyse linéaire
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a la stabilité linéaire de la configuration en zigzag.
Nous décrirons les modes propres de la configuration zigzag [voir section 2.2 et nous montrerons
notamment que l'on retrouve, dans la limite ot 8 — 3, ,, les relations de dispersion calculées au
chapitre précédent pour § — B}Z. Nous verrons ensuite que pour certaines hauteurs de zigzag
la relation de dispersion du mode acoustique transverse présente des fréquences imaginaires pures
correspondant & des configurations zigzag instables. Nous déterminerons alors les caractéristiques
des systémes dans lesquels ces fréquences imaginaires apparaissent (section 2.3). Enfin nous mon-
trerons que cette analyse nous permet d’obtenir les hauteurs seuils de configuration zigzag pour
lesquelles cette configuration devient instable. Dans la section 2.4 nous comparerons ces hauteurs
seuils obtenues par ’analyse linéaire aux observations de structures d’équilibre du systeme obtenues
en simulation.

L’ensemble de ces résultats a fait ’'objet d’une publication, Linear instability of a zigzag pattern,
Phys. Rev. E [39)].

31
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2.2 Fréquences propres de vibration de la configuration zigzag

Nous considérons maintenant une configuration en zigzag de 2N particules ponctuelles de masse
m placées le long d’une cellule de longueur L et contenues dans un plan z0y. Comme précédemment
les conditions aux bords sont cycliques (direction x) et les particules sont confinées dans la direc-
tion transverse (direction y) par un potentiel harmonique de raideur /3. Ce systéme correspond & N
cellules. Chacune de ces cellules contient deux particules de coordonnées d’équilibre {Ag, Bg } sym-
bolisées par Iindice ° [voir figure 2.1] et de coordonnées respectives {2pd, —h} et {(2p + 1)d, +h}
ot d est la distance longitudinale entre particules L/(2N) et ol h est la hauteur du zigzag'. Par
commodité afin qu’il existe des modes propres en bords de zone de Brillouin, nous nous restrein-
drons & des systemes avec un nombre N pair de cellules . Comme précédemment les interactions
entre toutes les particules seront prises en compte afin de ne pas limiter le développement aux

interactions a courte portée.

y
0 0 0
Bp-1 B, Bo.1
o—> ° ° °
Up_z
» X
Yp+2
° ° ° I—»
0 0 0
Ap—1 Ap Ap+1 Xp+2
FIGURE 2.1 - Schéma d’une configuration zigzag, sur laquelle une maille est mise en avant

(boite en pointillés mauves). Les déplacements infinitésimaux des particules Ap+o et Bp_o par

rapport a leurs positions d’équilibre sont représentés par des fléches de couleurs.

Pour un confinement 8 < fBzz et une distance entre particules d donnée, nous avons vu au

chapitre 1 que la hauteur h du zigzag est implicitement reliée a la raideur du confinement S par la

) NF<1/d§+4h2)
5_4; \/m . (2.1)

relation univoque :

Nous allons calculer les modes propres de vibration de la configuration zigzag dans ’approxima-
tion linéaire. On testera la cohérence de notre développement en retrouvant les modes propres de
la configuration en ligne dans la limite h — 0 (8 — ﬁ}z) On montrera également que la base des
vecteurs propres de la configuration en ligne permet une écriture simplifiée de la matrice dynamique

de la configuration zigzag.

1. Par la suite nous considérerons une distance entre particules constante d = 1.875 mm, de telle sorte qu’un
systeme constitué de N = 16 cellules aura pour taille L = 60 mm. Cette valeur spécifique a été choisie pour
étre cohérente avec la dimension des systémes expérimentaux de billes métalliques en interaction électrostatique
[20, 32, 98, 97].

2. Cette restriction ne change rien aux résultats que nous allons présenter ici.
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On suppose de faibles déplacements des particules autour de leurs positions d’équilibre, tels que
Ay ={2pd+ xp(t), —h + yp(t) } et By = {(2p + 1)d + up(t), +h + vp(t)} ol |zp], |ypl, [up| et |vp| sont
des déplacements beaucoup plus petits que les longueurs caractéristiques d ou h [voir figure 2.1].

L’énergie potentielle du systeme s’écrit alors :

N N N-1
Z Z U(ApBptj-1) + U(BpApi;j)] + Z U(ApApyj) +U(BpBpyj)l o +
: ]:1

wm
Mz

—h)? + (v, + 1), (2.2)
p—1

ou, comme au chapitre précédent, les conditions aux bords périodiques impliquent que les indices

des particules qui sont congruents modulo N correspondent a la méme particule. En développant

I’énergie au second ordre, et en utilisant les équations d’Euler-Lagrange on obtient les équations

linéarisées du mouvement :

N
mi, = Z (Ko (J)(up—j + Uprj—1 = 2@p) + Koy () (vp—j — vptj—1)] +
j=1
N-1
+ ) K(2jd)(pej +apj = 27)  (2.3)
j=1

N
my, = Z [Kyy (7) (Up—j + Vptj—1 = 2yp) + Kay(j) (Up—j — uptj—1)] +

j=1
N-—1
F(2jd
+ Z (de )(yp-i-j + yp—j - 2yp) - /Byp (24)
j=1
N
mi, = Z [Koz () (@p+5 + Tp—jt1 — 2up) + Koy (§) (Up+s — Yp—j+1)] +
j=1
N-1
+ > K(2d) (upyj +up—j — 2up)  (2.5)
7j=1
N
mv, = Z (Kyy (5) Wp+j + Yp—j+1 — 20p) + Kay () (@p+j — p—j41)] +
j=1
N-—1 .
F(25d
+ ;‘d )(Upﬂ + Up—j — 2vp) — Bup (2.6)
=1
avec
(25 — 1)%d? 4h?
Kuo(j) = - (rj) = —5 F(r)) (2.7)
j j
. 4h? 25 — 1)%2d?
Knl) = k() - F =gy (28)
7“] 7“]
2(2j — 1)dh F(r))
Kayli) = 2 () 4 (29)
Fi J
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oU 02U
oY K(r)= 2"
or . ’ (r;) Or?

rj =+/(2] — 1)2d* +4h2, F(rj) = — (2.10)

Tj

Ici les coefficients K, (j) correspondent aux « raideurs » associées a l'interaction entre parti-
cules séparées par une distance r;, quand les déplacements sont pour la premiere particule dans
la direction [ (I = x ou y) et dans la direction m pour la seconde. Il est intéressant de remarquer
que le coefficient K, qui correle les déplacements transverses et longitudinaux, est directement

proportionnel a h.

Comme précédemment, on tire avantage des conditions aux bords périodiques et on projette les
déplacements sur les modes de Fourier discrets du systeme :

N

1 or
Z(s,t) = N ij(t)e_’%sj et x;(t
j=1 s=1

Mz

(s,t)e 5, (2.11)

A partir des équations (2.3) & (2.6) nous obtenons la matrice dynamique M(h), dont les valeurs

propres correspondent aux fréquences propres de vibration du systeme :

—2C5.(s) 2e1(5) 0 (5) 0 2ie=10) Oy (s)
26'4(5) C, (5) —2C2(9) —Qe’q(S)va(s) 0
M(h) = - iats) _ig(s) , (2.12)
0 2ie7M) — Cpy(s) —2Cyy(s)  2e7"19Cy,(s)
—2ie'1(5) O, (5) 0 Qelq(s)Cyv(s) B —2Cy,(s)
avec
N-1
Can(s) = Y Kual(j) +2 ) K(2jd)sin®(jq(s)),
= =
N
Cols) = Z Jsin [(2] — 1)a(s)], (2.13)
N N-1 F
Cyy(s) = ZKy + sm (ja(s)) ,
= _]:1
N
Cyu(s) = ZKyy )cos (27 — 1)q(s)] .
(2.14)

et oll on pose comme précédemment ¢(s) = 27s/(2N) comme nombre d’onde sans dimension.

On remarque que lorsque h = 0 (soit pour 3 > Bzz) on retrouve le développement modal réalisé
au chapitre précédent. En effet pour h = 0 tous les coefficients K, (j) s’annulent de telle sorte que

Cyv(s) = 0, et alors la matrice dynamique M(h = 0) devient diagonale par blocs :

—20,.(s) 2710, (s) 0 0
iq(s) —
M(h = 0) = 2e" 1) C Ly (s) 204 (s) 0 0 (2.15)
0 0 B —2Cy,(s) 26_“1(5)C’y (s)

0 0 2615 C,,,,(s) —2C,,(s)
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Cette structure en blocs reflete le fait que les vibrations longitudinales (bloc en haut & gauche) sont
indépendantes des vibrations transverses (bloc en bas & droite) pour une chaine linéaire comme on
vient de le rappeler chapitre 1.

En diagonalisant M(h = 0), on obtient une relation de dispersion avec quatre branches et avec
des modes propres indexés par les nombres d’onde q(s) = 27ws/(2N) avec —N/2 < s < N/2°3.

Les fréquences propres au carrée w?(s) de la matrice M(h = 0) correspondent bien & celles de la

chaine linéaire de particules et sont données par :

2N
m(W9)? = 2[Cru(s) — Cra(s)] = —4K (jd) Sin%j@), (Acoustique Longitudinal)
j=1
2N (s)
mwdy)? = —2[Cru(s) + Cru(s)] = —4K (jd) sinz(qu + 7), (Optique Longitudinal) (2.16)
j=1
2N .
F
m(whr)? = B—2C,,(s) —20,,(s) =B Z 4 ;‘Zid) sin%j@), (Acoustique Transverse)
j=1
S~y FUd) o als)
m(wdr)? = B—2Cy,(s) +2Cy(s) = B — Z —4# sin2(qu +7), (Optique Transverse)
j=1

avec les vecteurs propres correspondant [Vg1 I V% I V%T, VOOT]. Ces vecteurs propres ont déja été
calculés dans les références [32] et [35] et restent valables tant que 5 > 5zz.

Ces fréquences propres au carré sont présentées dans la figure 2.2 (a) pour § > (zz et dans
la figure 2.2 (b) pour = Bzz. On note que par commodité nous avons décrit le systeme avec
un modele de deux particules par maille et ce, méme pour le cas considéré ici d’une configuration
en ligne. Les relations de dispersion correspondant aux fréquences propres de vibration dans une
chalne quasi-unidimensionnelle de particules, que I’on a rappelées chapitre 1, sont donc retrouvées
apres le repliement de la zone de Brillouin avec une dégénérescence des modes ¢(s = N/2) de la
branche acoustique et de la branche optique pour des polarisations longitudinales et transverses.
Dans chaque cas, la branche acoustique longitudinale présente un mode de fréquence nulle pour
g = 0, lié & I'invariance par translation du probleme, et une dépendance parabolique w? o ¢? pour
les petits nombres d’ondes ¢. Comme dans le cadre de la configuration en ligne on trouve que pour
B = Bzz, un second mode de fréquence nulle apparait sur la branche acoustique transverse [voir
figure 2.2 (b)]*. Ce mode de fréquence nulle, qui apparait uniquement au seuil de transition zigzag,
correspond au mode mou attendu a la transition pour le nombre d’onde ¢ = 47 dans la zone de

Brillouin étendue [voir section 1.3].

Revenons maintenant au cas 3 < fzz. La hauteur h est différente de zéro et K, n’est plus
nulle. La matrice dynamique complete M(h) présente une forme simplifiée dans la base des vecteurs
propres obtenus pour A = 0. Elle est alors donnée par M(h) = IB%al -M(h) - By ou By correspond a

la matrice carrée construite & partir des vecteur propres [V, VO _ VO VO _] écrits dans la base
P prop oL» Yor» Y AL» VAT

3. Les modes sur les bords de zone £N/2, correspondent aux mémes déplacements, leur poids respectif sera par
convention pris comme 1/2, de telle sorte qu’il y a exactement N modes.
4. Dans cette description le mode de fréquence nulle apparaissant a la transition correspond & une nombre d’onde

q = 0 a cause du repliement des relations de dispersion dans la demie-zone de Brillouin.
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des déplacements (z,u,y,v) :

_e—ta(s) 0 e—ta(s) 0

1 1 0 1 0
Bo = NG 0 e—14(s) 0 —e—ta(s) (2.17)
0 1 0 1

Dans cette nouvelle base la matrice M(h) prend de nouveau une structure diagonale par blocs :

~2(Co + Cia) —2iC, 0 0
2iCl 2 (Cyv — Cyy + g) 0 0
, (2.18)
0 0 2 (Cous — Cira) 2iCy
0 0 —2iCpy 2 <—ny — Cyo + g)

Puisque le bloc supérieur gauche relie les deux modes optiques obtenus pour A = 0, on choisira
d’appeler les modes propres correspondants « modes optiques » méme s’ils ne le sont pas réellement.
De la méme fagon la matrice bloc inférieur droite sera associée aux « modes acoustiques ». Les

valeurs propres de la matrice dynamique sont alors données par :

mwp, = To— +1/4C2, + T3, mwpr =To— — 1/4C2, + T3, (2.19)
mwi;, = Ta— +/4C2, +T3,, mwip =Ta_ —\/4C2, + T3, (2.20)

avec

To+(s) = — Cyy(s) + Cyy(s) £ [Cm(s) + Cw(s)], (2.21)

N[N

Taz(s) = 5 —Cyy(s) = Cyu(s) £ [Cra(s) — Cauls)], (2.22)

L’évolution des équations de dispersion (2.19) et (2.20) pour 5 < Bzz (soit h # 0) est représentée
figures 2.2 (c) et (d). On retrouve les quatre branches attendues et leurs formes sont fortement
modifiées par rapport a celles obtenues pour h = 0. En particulier, la dégénérescence a ¢(0) = 0
des deux « modes acoustiques », observée pour 8 = 7z, a maintenant disparu. Cet effet est lié
au couplage entre modes longitudinaux et transverses car Cy, # 0. Dans ce cas, seul le « mode
acoustique transverse » reste un véritable mode acoustique avec une dépendance parabolique de
w?, pour les petits g [voir figures 2.2 (c) et (d)]. Cette fréquence, nulle pour g(0) = 0, est liée
a linvariance par translation qui reste une symétrie de la configuration zigzag comme pour la
configuration en ligne avec des conditions aux bords périodiques. Les équations (2.19) et (2.20)
montrent que le couplage entre modes acoustiques (respectivemen‘c optiques) provoque une répulsion
des branches correspondantes. Cet effet d’« anti-crossing » peut étre suffissamment important pour
déplacer les fréquences propres acoustiques transverses au carré vers les valeurs négatives pour les
faibles ¢ > 0. Ceci implique I’apparition de modes de fréquences propres imaginaires pures qui sont
instables dans la configuration zigzag. L’apparition de ces modes dans la relation de dispersion est

mise en évidence dans l'insert de la figure 2.2 (c) et sera présentée plus en détail dans la figure 2.3 (c).
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m w?/Bzz

g 1.5 T0 a6 /8 37/16 1=
1.0 o | 002
._H\.\ |
0.0e—e—°e —o—¢ . : 0.00te= ‘ ‘ ‘ :
0 /8 /4 37/8 /2 0 /8 /4 37/8 /2
q q

FIGURE 2.2 — Fréquences propres au carré sans dimension mw?/Bzz pour les modes acous-
tiques transverse (violet) et longitudinal (vert) et pour les modes optiques transverse (rouge) et
longitudinal (bleu) en fonction du nombre d’onde sans dimension q pour un systéme infini.Le
potentiel d’interaction correspond a une fonction de Bessel modifiée, avec d/ g = 3.91 d’ou
Bzz = 5.82107* N/m. (a) B = 1073 N/m (ligne droite, h = 0); (b) juste au sevil 8 = Bzz ;
(c) B = 515 10~* N/m [soit une configuration zigzag de hauteur h = 0.2mm, voir équa-
tion (2.1)]. L’insert est un zoom sur le mode acoustique transverse; (d) B = 4.41 107 N/m
[soit une configuration zigzag de hauteur h = 1.6 mm, voir équation (2.1)]. Les courbes en tirets
et en pointillés montrent les fréquences propres au carré lorsque les termes non diagonaux de

la matrice dynamique (2.18) ne sont pas pris en compte.

2.3 Domaine de stabilité de la configuration zigzag

Dans cette section nous allons nous concentrer uniquement sur le mode acoustique transverse,
w?7(q), que 'on notera pour la suite w?(q).

Ce mode est particulierement intéressant car w?(q) peut, selon le type d’interaction entre par-
ticules, présenter des valeurs négatives, correspondant a des fréquences imaginaires pures qui tra-
duisent 'instabilité de la structure en zigzag. Nous allons ici déterminer ces conditions d’instabilité.

La figure 2.3 montre I'évolution de w? avec ¢ calculée pour trois types d’interaction différents :
pour une interaction Coulombienne & trois dimensions en (a), pour une interaction de type fonction
de Bessel modifiée [voir équation (2.32)] avec une longue portée d’interaction en (b) et une faible
portée en (c). Sur chaque figure les relations de dispersion w?(q) sont tracées pour deux valeurs
de hauteurs différentes, et en se concentrant sur le comportement & tres faible nombre d’onde gq.
Comme nous allons le démontrer plus loin, on observe que pour une interaction Coulombienne, w?(q)

est toujours positive ou nulle, ce qui signifie que la configuration zigzag est linéairement toujours
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stable. Ce résultat était attendu au regard des résultats connus sur la transition zigzag dans les
systemes Coulombiens [52]. Cependant un comportement différent est observé pour des potentiels
d’interaction a portée finie, comme l'interaction de type Bessel modifiée [voir équation (2.32)]. En
effet on remarque que suivant la portée de l'interaction considérée, w?(q) peut ne prendre aucune
valeur négative, voir figure 2.3 (b), ou bien prendre des valeurs négatives pour certaines valeurs de

parametres h et g, comme présenté figure 2.3 (c).

Nous allons nous intéresser aux conditions pour lesquelles w?(q) prend des valeurs négatives.
Dans un premier temps (sous-section 2.3.1) nous développerons 'expression générale du mode
w?(q) pour déterminer les comportements caractéristiques de la relation de dispersion aux faibles
nombres d’onde et obtenir une expression compacte pour la stabilité de la configuration zigzag.
Dans un second temps nous développerons le role spécifique du potentiel d’interaction pour des
interactions de type loi de puissance (sous-section 2.3.2) et pour des interactions de portée finie
(sous-section 2.3.3), pour lesquelles nous regarderons le role spécifique de la portée de l'interaction
sur la perte de stabilité du zigzag. Et enfin nous mettrons en avant (sous-section 2.3.4) la prise en
compte du caractere discret dans cette analyse et nous déterminerons les expressions des hauteurs

pour lesquelles un zigzag constitué d’un nombre fini de particules devient instable.

oool — h=05mm @ 020f — h=0.5mm ® os, 02 mm<he ©
e 0.15F — h=0.8 mm — h=0.8 mm > h¢,
N 0.20 h=0.8 mm N N 0.04 C
Q015 = o.10f S
" 010 3 2 002
E oos E 0.05 E
0.00 0.00 0.00
-0.05 . . . . . . . . .
0 /8 /4 37/8 n/2 0 /8 n/4 3r7/8 /2 0 /8 n/4 37/8 /2
q q q

FIGURE 2.3 — Relation de dispersion adimensionnée mw?/Bzz pour le mode acoustique trans-
verse en fonction du nombre d’onde sans dimension q pour un systéme infini. Les potentiels d’in-
teraction sont : (a) Coulombien a trois dimensions (Bzz = 1.40 10=* N/m, 8 =9.80 1075 N/m
pour h = 0.5 mm et f = 6.48 107° N/m pour h = 0.8 mm); (b) fonction de Bessel mo-
difiée longue portée d’interaction Ng = 0.96 mm (d/Ng = 3.91 et Bzz = 3.13 1073 N/m,
B = 197 1073 N/m pour h = 0.5 mm et 8 = 1.09 1072 N/m pour h = 0.8 mm);
(c¢) fonction de Bessel modifiée courte portée d’interaction Ao = 0.48 mm (d/Xg = 1.95 et
Bzz = 5.82107* N/m, 8 = 2.84 10=* N/m pour h = 0.5 mm et f = 1.11 10=* N/m pour
h = 0.8 mm). Les échelles d’énergie sont telles que les interactions entre plus proches voisins
pour h = 0 sont identiques pour les trois potentiels. Le seuil critique de hauteur hco est défini
dans l’équation (2.58).

2.3.1 Analyse générale de la perte de stabilité du zigzag

Comme on vient de le voir la perte de stabilité de la configuration zigzag est caractérisée par
l'existence de fréquences w?(q) < 0 pour de trés faibles valeurs de ¢. Pour ces valeurs, I’évolution
de la relation de dispersion est donnée par la courbure pour ¢ — 0. Si celle-ci est positive alors la
relation de dispersion le sera aussi. En revanche si la courbe est négative, ceci implique qu’il peut

exister des modes w?(g) < 0 qui rendent la configuration instable. Proche de ¢ = 0 'expression de
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la relation de dispersion équation (2.20) s’écrit mw? = —S(h)q? ou S(h) est donnée par :

(% 2~ 1)K, (J))

=

-1

N
S(h) =" (2)* K(2jd) + (2§ = 1)° Kua(j) +
7=1 7j=1

7j=1

(2.23)

Le zigzag sera donc instable si S(h) est positif.

Si on se restreint aux interactions entre plus proches voisins le calcul direct de S(h) donne :

S(h) = : (2.24)

S(h) est alors toujours positif pour des interactions répulsives quelle que soit 'amplitude du zigzag
h. Ainsi si seules les interactions entre plus proches voisins sont prises en compte, n’importe quelle
forme de zigzag est instable vis-a-vis de perturbation a grande longueur d’onde (¢ — 0). Cette
valeur limite est représentée par la ligne noire dans les figures 2.4. Il est donc nécessaire de prendre
en compte au minimum les interactions avec les seconds voisins pour décrire la stabilité de la

. . |4
configuration zigzag °.

Nous allons développer 'expression de la courbure de la relation de dispersion a l’origine, pour
des faibles hauteurs de zigzag h. La symétrie h <+ —h du probléme, impose que ce développement

s’écrive :

S(h) = Sp + Soh? + O(h?). (2.25)

Pour de faibles hauteurs h, on peut déterminer une valeur de hauteur h de limite de stabilité.
Cette hauteur correspond a l’existence d’une racine réelle \/m, et elle sépare les hauteurs
des configurations zigzag stable ou non. Un calcul long mais direct nous permet d’obtenir les
expressions completes de ces coeflicients en prenant en compte 'interaction avec toutes les particules

du systeme :

Z K (2jd) + (2 — 1)*K(d;)] +

5. Ce sont les interactions entre seconds voisins qui maintiennent la structure en zigzag stable, car elles contreba-

lancent le confinement exercé sur le systeme.



40 CHAPITRE 2. STABILITE DE LA CONFIGURATION ZIGZAG : ANALYSE LINEAIRE

et
al F(d) | K'(d)  K(d))
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XK (dj)  F(dy) >
Lzl ( T

Ces expressions completes sont formelles et nous seront utiles pour déterminer les conditions pré-
cises de stabilité du zigzag pour tout type d’interaction. Cependant dans la section 2.3.4 nous
présenterons des développements asymptotiques de ces expressions pour obtenir une estimation

rapide des seuils de conditions de stabilité du zigzag.

2.3.2 Cas des interactions de type loi de puissance

En étudiant les fréquences propres wiT(q) pour différents potentiels nous avons mis en évidence
I'influence de la portée de 'interaction entre particules sur la stabilité de la configuration zigzag.
Nous revenons sur cet aspect dans cette section pour nous concentrer sur les résultats obtenus pour

des potentiels d’interaction entre particules de type loi de puissance, de la forme :

Uy (r) = Ug <A>a (2.28)

r

8§ Influence de l’exposant de la loi

Aucun domaine instable n’est observé pour des interactions en loi de puissance avec o = 1 et
a = 2. Les courbes de limite de stabilité w? = 0 dans le plan (h/d, q) pour différentes valeurs
d’exposant supérieures « de loi de puissance sont présentées figure 2.4 (a). A Dintérieur du domaine
fermé défini par I'axe h/d et la courbe de limite de stabilité, on a w?(h/d,q) < 0. Pour de telles
interactions, la configuration en zigzag est alors toujours linéairement stable. Ceci est cohérent
avec les relations de dispersion discutées précédemment [voir figure 2.3 (a)] et avec les résultats
montrant que pour des interactions de type Coulombienne a trois dimensions la configuration

zigzag est toujours stable [52].

On trouve cependant que pour une interaction en loi de puissance avec o = 3, correspondant
a une interaction dipolaire a trois dimensions entre les particules, et pour des puissances plus

élevées il existe un domaine de hauteurs a l'intérieur duquel la configuration zigzag est instable
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[voir figure 2.4 (a)]. On remarque également que la surface de la zone instable augmente avec c. On

déterminera par la suite la valeur de la puissance exacte a partir de laquelle le domaine d’instabilité

apparait.
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FIGURE 2.4 — Ligne de limite de stabilité w?(h/d,q) = 0 dans le plan (h/d,q). Les potentiels
d’interaction sont : (a) interaction de type loi de puissance; (b) fonction de Bessel modifiée ;
(¢) Yukawa. Pour la figure (a) les couleurs correspondent a o = 3 (en rouge), o = 4 (en bleu)
et o = 5 (en wiolet). Et pour les figures (b) et (c), les couleurs correspondent o différentes
portées d’interaction, d/Ng = 2.60 (en rouge), 3.91 (en bleu) et 7.81 (en wiolet). La courbe en
trait plein noir correspond aux valeurs de limite de stabilités quand seulement l’interaction entre
plus proches voisins est prise en compte [voir équation (2.24)]. La droite en tiret vert correspond
au seuil ho1 présenté équation (2.37) et les lignes colorées pointillées auz seuils hoo présentés
équation (2.38).

8§ Influence de la taille du systéme

Considérons maintenant la courbe de limite de stabilité présentée cette fois-ci dans le plan (h/d,
a) pour différentes tailles de systemes, 2N = 8, 2N = 16, 2N = 32 et 2N = 64 particules [voir
figure 2.5 (a)]. La configuration zigzag est instable a 'intérieur de la zone entourée par la courbe
de limite de stabilité (partie droite). On remarque cette fois-ci que la surface de la zone instable
augmente avec la taille du systéme (du violet au vert), et que la surface de cette zone tend vers celle
déterminée & partir de I’équation (2.23) obtenue pour un systeéme infini dans la limite des petits g. A
noter également que pour des systemes de taille finie, si I’on augmente progressivement la hauteur
du zigzag, comme on le ferait en diminuant le confinement, le systéme présente tout d’abord une
configuration en zigzag stable pour les trés petites hauteurs, puis cette configuration se déstabilise
a larrivée dans le domaine instable, avant que le systeme ne retrouve une configuration en zigzag

stable pour de tres grandes valeurs de h.
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FIGURE 2.5 — Courbes de limite de stabilité w? = 0 dans le plan (h/d, ) pour (a) et dans le
plan (h/d,& = d/X\) pour (b)—(c). Les potentiels d’interaction sont : (a) interaction en loi de
puissance d’exposant o ; (b) fonction de Bessel modifiée ; (¢) Yukawa. Pour chacune des figures,
les couleurs correspondent & différentes tailles de systemes, 2N = 8 (en wviolet), 2N = 16 (en
blew), 2N = 32 (en rouge) et 2N = 64 (en vert). La courbe en tirets noirs correspond auz
valeurs de hauteurs limites au dela desquelles le zigzag est stable pour un systeme infini, voir
équation (2.23).

8§ Valeurs critiques de puissance

Une expression analytique pour la courbe de limite de stabilité délimitant le domaine d’instabilité
est difficile & obtenir, mais il est toutefois possible de trouver une expression approchée pour les
petites valeurs de hauteurs h, a partir des équations (2.26) et (2.27). Pour une interaction entre

particules en loi de puissance, comme présentée équation (2.28), on peut alors écrire :

ala+2) (1 - 5) C(a +2)?

So(a) = —a(a+ 1)((a) + = T ) Cla+4) (2.29)
2a+4
1 \? (a+4) (1 - 555) (( +6) (a+5)
o) =2nfa+2) (1= 7 ) o427 ) carap (- g Ca+?
(2.30)

ol les expressions ont pu étre écrites de fagon plus compactes a ’aide des fonctions Zeta de Riemann

(1 _ 2i> C(s). (2.31)

¢(s), telles que :
=1
>~
n=1

S(h) a été exprimé ici et dans la suite en unité de Up/d?.

=1 1 > 1
(s), ;(Qn)szgds)n ;m

On trouve ainsi que Sa(a) < 0 pour toutes valeurs de «, tandis que Sp(a) < 0 pour a <
2.645 [voir figure 2.6 (a)]. Ceci signifie que la configuration zigzag est linéairement stable tant
que la puissance de l'interaction entre particules est inférieure a la puissance seuil o, = 2.645.
On retrouve alors que pour une interaction Coulombienne a trois dimensions (o = 1) un systéme
infini est toujours stable, car toutes les fréquences propres sont positives. Comme nous l’avons

précisé précédemment ce résultat confirme les conclusions des références [52]. A I'inverse pour une
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interaction de type dipolaire (a« = 3) on trouve qu’un systeéme infini est instable, car il existe des

racines réelles \/—Sp/S2.
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FIGURE 2.6 - (a) Evolution de Sy en fonction de o pour une interaction en loi de puissance
du type Uy(r) = Uof—z ; (b) et (¢) Evolutions de Sy en fonction de & pour des interactions
respectivement en fonction de Bessel modifiée et de type Yukawa. Dans toutes les figures nous

avons utilisé ['unité Uo/d2 pour Sy.

2.3.3 Cas des interactions de portée finie

Dans cette sous-section nous nous intéressons a deux types de potentiels d’interaction entre
particules de portée finie. Le premier varie comme une fonction de Bessel modifiée :

U(r) = UKo (%) (2.32)

Il correspond a I’ interaction entre particules métalliques placées dans un condensateur comme
dans nos expériences [55, 24, 31] ou entre vortex dans les supraconducteurs [29]. Le second type de

potentiel correspond au potentiel de type Yukawa :

U(r) =Uo <A6_§> (2.33)

r

Il caractérise des interactions électrostatiques écrantées comme par exemple entre particules char-
gées dans les plasmas chauds [98, 97, 108, 74]. Ces deux types d’interaction sont caractérisés par
leur portée Ag qu’il est intéressant de comparer a la distance moyenne entre particules d. On notera

ainsi & = d/\g l'inverse de la portée de l'interaction adimensionnée par la distance entre particules.

8§ Influence de la portée

De maniéere similaire a ’analyse des interactions en loi de puissance, nous allons commencer par
nous intéresser a l'influence de la portée sur I'existence et ’extension du domaine d’instabilité dans
le plan (h/d, q). Les figures 2.4 (b)—(c) présentent les courbes de limite de stabilité w? = 0 dans ce
plan pour différentes valeurs de portées d’interaction.

La figure 2.4 (b) montre le domaine d’instabilité pour une interaction de type fonction de Bessel
modifiée, et pour différentes portées d’interaction tout en gardant une échelle d’énergie constante Uy.
Nous voyons que ’extension du domaine instable diminue quand la portée de I'interaction augmente.

Le méme comportement est observable pour une interaction de type Yukawa, comme le montre la
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figure 2.4 (c¢). Et pour les deux types d’interactions on observe qu’au dela d’une valeur critique de
portée, le domaine instable disparait laissant place a un systeme dans lequel la configuration zigzag
est toujours stable. Cette stabilisation du zigzag lorsque la portée de I'interaction devient tres grande
est en bon accord avec le résultat montré a la section précédente sur la stabilité inconditionnelle du
zigzag dans le cas d’interaction Coulombienne. En revanche, dans la limite des tres courtes portées,
réduisant les interactions uniquement aux plus proches voisins, la structure en zigzag présente
une instabilité de grande longueur d’onde (¢ < 1) pour toutes les hauteurs h [voir lignes noires
figures. 2.4 (b) et (c)]. On retrouve ici le résultat présenté équation (2.24), sur la perte de stabilité
de la configuration en zigzag quand seules les interactions avec les plus proches voisins sont prises

en compte.

8§ Influence de la taille du systéme

Afin de mieux visualiser le role de la portée de I'interaction, on s’intéresse a la courbe de limite
de stabilité dans le plan (h/d, £ = d/\g). Les figures 2.5 (b)—(c) montrent I’évolution de cette courbe
de limite de stabilité pour des systemes de différentes tailles, 2N = 8, 2N = 16, 2N = 32 et 2N = 64
particules. Les domaines délimités par les courbes de limite de stabilité correspondent aux hauteurs
pour lesquelles le zigzag est instable. L’extension de la zone instable augmente avec la taille du
systeme pour une interaction de type Bessel modifiée comme pour une interaction de type Yukawa.
L’extension de la zone instable dans la limite d’un systeme infini tend vers le domaine délimité
par la courbe hachurée en noire, cette courbe correspond valeurs pour lesquelles le développement
de S(h) présenté équation (2.23) s’annule. Pour des systemes de taille finie il existe toujours un
domaine correspondant & des faibles hauteurs de zigzag pour lesquelles la configuration zigzag est

stable. Ce domaine de stabilité du zigzag a faible hauteur diminue avec la taille du systeme.

8§ Valeurs critiques de la portée

Il est également possible d’obtenir pour ces interactions de portée finie, les valeurs critiques de
portées a partir desquelles la configuration zigzag est toujours stable (aucun mode de fréquence
propre nulle n’apparait). Nous utilisons pour cela le développement de S(h) pour les petites valeurs
de h en fonction de Sy et Sy , équations (2.26) et (2.27). Comme précédemment on trouve numé-
riquement que la fonction S3(€) est strictement négative pour tout £, et il ne reste plus qu’a nous

concentrer sur l'expression de Sp(€). Pour une interaction en Bessel modifiée Ky(-) on trouve :

p=1

2
[i’f (25082009 4 Ko (20 — 1)5))]
So(§) =

Z [ 4 2R (2.34)

[e.°]
Ki((2p=1)§) | Ko((2p=1)§)
p;l (2 @17 T (2p-17 >
ou K (.) est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 1. Pour une interaction de type Yukawa on a :
2

By 3
(2p—1)€ - Z i(17262 + 2p€ + 2). (2.35)
Z e(prl (&2(2p—1)2+3¢(2p—1) + 3) =1 P

[Z o (€220 — 1)2 4+ 3¢(2p — 1) + 3]

So(§) =
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Les figures 2.6 (b) et (c) montrent ’estimation numérique des expressions (2.34) et (2.35). Elles
permettent d’obtenir les valeurs de portée d’interaction critique a partir desquelles un zigzag infini
serait instable, d/X\g > & = 2.04 pour un potentiel de type fonction de Bessel modifiée et d/X\g >
& = 1.49 pour un potentiel de type Yukawa. Ces valeurs critiques sont représentées figures 2.5 (b)—
(c). On remarque que ce résultat est cohérent avec la limite de portée infinie (A\g — o0) pour une
interaction de type Yukawa qui tend vers I'interaction Coulombienne, et dans la limite opposée on
trouve que pour A\g — 0 la condition d/A\g > &, est toujours vérifiée ce qui signifie que le systéme

est toujours instable.

2.3.4 Influence du nombre de particules

On s’intéresse dans cette sous-section a l'influence du nombre de particules sur la stabilité
de la configuration zigzag. En effet nous allons voir qu’il est possible d’avoir, pour un systeme
de parametres physiques identiques, avec la méme distance entre particules et la méme raideur
transverse, une configuration en zigzag qui sera instable pour un systéme avec un grand nombre de
particules mais stable pour un systeme avec un nombre plus réduit de particules.

La figure 2.7 montre a titre d’exemple les fréquences des modes propres au carré pour des
systemes de 32, 64 et 128 particules dans le cas ot une telle situation peut arriver. Avec un nombre
fini de particules, le nombre de modes accessibles au systéme est lui aussi fini, de telle sorte que
pour un systeme de 2N particules, la plus petite valeur de nombre d’onde ¢ non nulle accessible au
systeme est m/N. Les valeurs discretes de fréquences accessibles au systeme sont distribuées le long
de la courbe générique obtenue pour un systeme infini. Cependant on observe que tous les carrés des
fréquences sont positifs pour un systeme de 32 particules alors que les plus petits nombres d’ondes
pour des systemes plus grands (64 ou 128 particules) correspondent a des valeurs négatives [voir
figure 2.7].
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FIGURE 2.7 — lllustration des effets de taille finie. La ligne en pointillés noirs est ’évolution
de la fréquence propre au carré adimensionné mw?/Bzz en fonction du nombre d’onde sans
dimension q pour un systéme infini, pour une interaction en fonction de Bessel modifiée, d/ g =
3.91 et h = 0.06 mm (8 =5.76 10~* N/m). Les modes discrets sont présentés pour 32 particules
(croiz bleues), 64 particules (cercles bleus) et 128 particules (points rouges). La figure de droite

correspond a un zoom pour les petits nombres d’ondes.

On retrouve I'influence du nombre fini de particules dans la compréhension du diagramme de

phase (h/d, q). Celui-ci permet de définir les valeurs de hauteurs & partir desquelles la configuration
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zigzag est instable. En effet si I'on considere une configuration zigzag d’amplitude hg pour un
systeme de 2NN particules alors la position du point (hg/d, 7/N) dans le plan (h/d, q) détermine la
stabilité de la structure en zigzag. Si ce point se trouve a 'intérieur du domaine d’instabilité alors
cette configuration zigzag sera instable, alors que si ce point se trouve a 'extérieur du domaine la

configuration zigzag sera stable.
2.4 Seuils de perte de stabilité du zigzag

8§ FExpression des seuils de stabilité

Pour un systeme fini donné la configuration zigzag est instable si la hauteur du zigzag est
comprise entre hcp < hg < heg [voir figure 2.8]. Nous allons présenter une estimation de ces

hauteurs seuils afin d’obtenir des criteres semi-quantitatifs d’instabilité.

h/d

0 /8 /4 37/8 nj2
q
FIGURE 2.8 — Courbe de limite de stabilité w?(h/d,q) = 0 dans le plan (h/d,q), en blew. Pour un
potentiel d’interaction en fonction de Bessel modifiée avec d/ o = 3.91. La courbe en trait plein
noir correspond aux valeurs de limite de stabilité lorsque seule l'interaction entre plus proches
voisins est prise en compte, voir équation (2.24). La courbe en tirets verts correspond au sewil
hei [voir équation (2.37)] et la ligne en pointillés magentas aux seuils hoe [voir équation (2.38)].
Les points rouges correspondent aux hauteurs seuils pour lesquelles une configuration zigzag de

16 particules se déstabilise, pour un tel systeme le plus petit nombre d’onde accessible vaut
q=m/8.

A partir des équations (2.20) et (2.22), on peut re-écrire la condition de limite de stabilité,

2 _ .
wip = 0, comme :

<§ — Cyyls) - cyv<s>) <cm<s> - cm<s>> = Cun(s)?, (2.:36)

ou (3 est donné comme une fonction de h a partir de I’équation (2.1).
Pour déterminer la valeur de hauteur seuil hoy on tire avantage de la faible valeur de h et
de g. La courbe de w?(h,q) = 0 calculée uniquement & partir des premiers plus proches voisins

est tres proche de la courbe de limite de stabilité [voir figures 2.4 (a)—(c)]. Il est donc suffisant
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de prendre l'interaction entre plus proches voisins pour estimer la valeur de h¢q, en développant

Pexpression (2.36) pour les petites hauteurs h on trouve pour valeur seuil heq :

hei s \/ K(dv) s _ 4 (2.37)

d AN\ K(d) + F(d)jd, 4N 2’

puisque F'(dy)/dy est beaucoup plus petit que K(dy).

Les figures 2.4 (a)—(c) nous permettent de voir que la valeur de hauteur seuil hey est presque
indépendante de g. On peut donc développer I'expression (2.36) pour les petites valeurs de ¢, en
prenant simplement en compte les interactions avec les seconds plus proches voisins car elles sont

nécessaires pour que la condition heo existe. On trouve alors que hoo vérifie la condition :

F(y/d? + 4hZ,)
2 L AK(2d) ~ 0 (2.38)
\/d? + 4h%,

Sur les figures 2.4 on observe le tres bon accord entre ces estimations et les lignes de contour

w?(h/d,q) = 0. Les désaccords sur la valeur de hoo apparaissent pour les potentiels avec les plus
longues portées, ce qui est cohérent avec notre analyse puisque nous avons uniquement pris en

compte les interactions avec les seconds plus proches voisins.

§ Comparaison avec les simulations

Les résultats obtenus par I'analyse linéaire des modes propres de la configuration zigzag sont
validés par nos simulations de dynamique moléculaire effectuées sur des systemes de particules
ayant pour interaction des fonctions de Bessel modifiées ou des lois de puissance caractérisées par
un exposant « [voir équation (2.28)]. On s’intéresse maintenant aux configurations d’équilibre prises
par un systeme avec 2N particules en fonction du confinement transverse appliqué. La raideur du
confinement varie sur une large gamme faisant ainsi évoluer de maniere importante les hauteurs de
zigzag attendues a partir de la relation présentée équation (2.1).

L’étude des configurations prises par le systeme nous permet de définir tout un intervalle de
hauteurs pour lesquelles la configuration du systeéme ne correspond pas & un zigzag homogene stable
[voir figure 3.1]. De cette maniere on détermine la hauteur hey au dela de laquelle la configuration
prise par le systeme n’est plus un zigzag homogene stable et de facon complémentaire la hauteur
hco pour laquelle le systeme présente de nouveau une configuration zigzag.

Sur la figure 2.9 nous présentons les mesures systématiques des valeurs de hauteurs hoy et hos.
Dans ces simulations, seul le nombre de particules dans le systeme varie (autrement dit la taille
du systeme), la distance entre particules et le potentiel d’interaction eux restent constants, une
cellule cyclique étant prise de longueur L = 2Nd pour un systeme de 2N particules (2N = 8, 16,
32, 64). Les mesures des seuils de hauteurs critique h¢y et hoo sont comparées aux solutions de
Péquation (2.36) pour un systeme infini. Comme le montre la figure 2.9, les valeurs mesurées en
simulation sont en tres bon accord avec les seuils calculés a ’aide de la courbe de limite de stabilité.

De maniere similaire il est possible de comparer les seuils critiques de hauteurs hgoy et hgoo déli-

mitant la zone dans laquelle le zigzag est instable obtenus a partir des simulations pour différentes
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FIGURE 2.9 — La courbe bleue représente les valeurs de limite stabilité w? = 0, dans le plan
(g, h), comme déja représenté dans la figure 2.4 (b). Les croix rouges correspondent auz hauteurs
seuils ho1 et hoo mesurées a partir de simulations pour différents nombres de particules, N =
32, 16, 8 et4 de gauche a droite (pour la valeur de nombres d’onde sans dimension, ¢ =
w/32, w/16, 7/8 et w/4).

tailles de systemes et pour différentes portées d’interaction. Cette comparaison est présentée dans la
figure 2.10 pour deux types d’interactions. Dans la figure 2.10 (a) l'interaction est de type fonction
de Bessel modifiée et on fait varier la portée Ay de l'interaction alors que dans la figure 2.10 (b)
Iinteraction est en loi de puissance et on fait varier 'exposant « de l'interaction. Dans les deux
cas on observe un excellent accord entre la simulation et la courbe de limite de stabilité obtenue
a partir de 'analyse de stabilité linéaire. Cet accord confirme la pertinence de 'analyse linéaire et

justifie son utilisation quantitative pour une grande diversité d’interaction.

2.5 Conclusion

Nous avons réalisé ici une analyse de stabilité linéaire de la configuration en zigzag en calculant
les modes propres de cette configuration. L’étude de I'évolution des modes propres en fonction des
parametres du probleme, comme la hauteur du zigzag, le potentiel d’interaction entre particules
ou le nombre de particules, nous a permis de mettre en évidence ’existence de modes propres de

fréquence imaginaire pure rendant la configuration considérée instable.
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FIGURE 2.10 — Courbes de limite de stabilité w* = 0, (a) pour une interaction de type Bessel
modifiée dans le plan (d/\,h/d) et (b) pour une interaction de type loi de puissance dans le
plan (o, h/d), comme déja présenté dans les figures 2.5. Les croix de couleurs correspondent
aux hauteurs seuils hcy et hoo mesurées a partir de simulations pour différents nombres de
particules, 2N = 64, 32, 16 et 8, respectivement en vert, rouge, bleu et violet ; et pour différentes

valeurs de portées \ pour la figure (a) et différentes valeurs d’exposants a figure (b).

Pour des systemes infinis, I’étude des modes propres acoustiques transverses montre que la
structure en forme de zigzag est toujours stable pour des particules en interaction Coulombienne.
Pour des interactions de portée finie, le zigzag peut en revanche étre instable. Ceci est caractérisé
par Pexistence d’'un domaine d’instabilité dans le plan (h/d,q) ou h correspond a la hauteur du
zigzag et ¢ au nombre d’onde. Pour une distance inter-particules donnée, I’extension du domaine

instable augmente avec la diminution de la portée de I'interaction.

Nous avons ensuite considéré des systemes de taille finie cycliques pour lesquels la situation
est légerement plus complexe. A cause du nombre discret de modes de vibration accessibles au
systeme, il est possible, pour les systemes avec un faible nombre de particules, que toutes les
fréquences propres soient positive alors que la relation de dispersion continue est négative aux
tres faibles nombres d’ondes. Les valeurs des hauteurs de zigzag seuils pour lesquelles le systeme
devient instable ont été déterminées en fonction du nombre de particules N et de la portée Ag
dans les équations (2.37) et (2.38). La comparaison de ces résultats analytiques a ceux obtenus par
simulation a validé la description des hauteurs de zigzag seuils obtenues par ’analyse des modes

propres de la configurations zigzag.

Nous allons maintenant étudier le devenir de la structure zigzag lorsqu’elle est instable. Pour
cela, nous allons voir dans les chapitres 3,4 et 5 qu’il est nécessaire de développer une analyse
non linéaire de la transition. Ces chapitres présenteront notamment ’étude précise des formes des

structures observées a 'intérieur du domaine instable.
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3.1 Introduction

Comme nous venons de le voir, la configuration zigzag peut présenter une instabilité lorsque
I'interaction entre particules est de courte portée. Pour des systémes avec un nombre fini de parti-

cules, cette instabilité se caractérise par I’existence d’un intervalle de hauteur de zigzag a l'intérieur

duquel le systéme adopte une autre configuration que la configuration homogene.

Nous commencerons ce chapitre en décrivant qualitativement les configurations prises par le
systéeme dans cette zone d’instabilité [voir section 3.2]. Ces configurations correspondent a une

coexistence de phases entre particules en zigzag et particules en ligne, que nous décrivons qualita-

tivement avec un modele énergétique simple.

Nous verrons ensuite dans la section 3.3 que les observations des structures d’équilibre prises

par le systeme lorsque le confinement augmente ou diminue mettent en évidence un comportement

o1
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hystérétique du systeme. L’influence de la taille du systeme et de la portée de l'interaction sur cet

hystérésis sera également discutée.

Ces observations de coexistence de phase et de comportement hystérétique suggerent une tran-
sition décrite par une bifurcation sous-critique. Nous chercherons a développer une description non

linéaire de la transition afin de capturer ces comportements sous-critiques.

Plus généralement, ce changement de caractere de la bifurcation zigzag dans des systemes pé-
riodiques par rapport aux systeémes finis avec des conditions aux bords répulsives s’inscrit dans un
contexte plus large au sein de la théorie des bifurcations. Comme nous ’avons évoqué en introduc-
tion, dans le cadre de problemes d’instabilité en géométries étendues ou annulaires pour lesquels
une bifurcation fourche surcritique était attendue, des expériences dans des cellules périodiques ou

étendues ont montré néanmoins des comportements sous-critiques.

L’explication du phénomene réside dans le couplage entre un mode associé a l'invariance par
translation ou a l'invariance par rotation dans ces systemes et le mode mou lié a l'instabilité.
Ce couplage peut entrainer le changement de caractere de la bifurcation qui devient alors sous-
critique [49, 18, 48].

Dans la description de ce mécanisme proposé référence [18], les termes de la forme normale de la
bifurcation sont déduits uniquement a partir d’arguments de symétrie. Nous pouvons au contraire,
dans notre systéme, déterminer les coefficients numériques de la forme normale a partir de la
dynamique microscopique sous-jacente. Nous serons ainsi capables de vérifier quantitativement le
changement de caractere de la bifurcation en le comparant avec les simulations. Le tres bon accord
trouvé constitue une des premieres validations quantitatives du mécanisme de couplage entre modes

mous au seuil de bifurcation.

La construction perturbative de la forme normale proche du seuil de bifurcation a la limite
thermodynamique sera explicité dans la section 3.4. Nous identifierons alors les types d’interaction

et les parametres pour lesquels la transition est effectivement sous-critique.

Ces travaux reprennent les résultats de la publication, Subcriticallity of the zigzag transition :

A nonlinear bifurcation analysis, Phys. Rev. E [37].

3.2 Configuration zigzag inhomogene dans la zone instable

Dans cette section les configurations prises par le systeme a l'intérieur de la zone ou le zigzag
homogene est instable seront décrites qualitativement. Ces configurations ont été observées dans un
systeme de 32 particules en cellule cyclique par J. B. Delfau [30]. Nous reprendrons ici une partie
de sa description en présentant tout d’abord les configurations prises par le systeme lorsque ’on
fait varier la hauteur de la configuration zigzag en changeant le potentiel de confinement, comme
suggéré équation 2.1. Pour une large gamme de confinement le systeme présente des configurations
inhomogenes avec coexistence entre particules en ligne et particules en zigzag. Nous verrons que
I’analyse linéaire effectuée dans le chapitre 2 permet de mieux comprendre la séquence des structures

observées et de décrire qualitativement les configurations du systeme.
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3.2.1 Configurations et coexistence de phases a ’'intérieur du domaine d’insta-
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FIGURE 8.1 — Positions d’équilibre (y) en fonction de (x) en mm pour un systéme périodique de
32 particules, une cellule de longueur L = 60 mm et une température de T = 10° K. Le potentiel
d’interaction entre particules est une fonction de Bessel modifiée, et Bzz = 5.82 10~ N/m.
Les valeurs numériques de raideur appliquée 8/Bzz sont les suivantes : (a) 1.004, (b) 0.98, (c)
0.96, (d) 0.95, (e) 0.93, (f) 0.89, (g) 0.52, (h) 0.22 et (i) 0.07. Pour des hauteurs de zigzag
attendues [voir équation (2.1)] de (a) 0.00 mm, (b) 0.05 mm, (¢) 0.09 mm, (d) 0.11 mm (e)
0.14 mm, (f) 0.19 mm, (g) 0.47, (h) 0.75 et (i) 1.06 mm, ¢ comparer aux valeurs hey = 0.1 mm
et hce = 0.74 mm. (Figure V.5 de la Thése de J. B. Delfau [30])

La figure 3.1 nous montre les configurations d’équilibre obtenues lorsque la raideur du confi-
nement § varie pour un systeme de 32 particules confinées dans un canal de L = 60 mm de
longueur, la raideur du confinement décroissant de haut en bas et de gauche a droite. L’analyse
des modes propres de la configuration zigzag développée au chapitre 2 rend parfaitement compte
des domaines d’existence des configurations hétérogenes. Pour un confinement fort 5 > Bzz, les
particules sont alignées le long de l'axe z [voir figure 3.1 (a)]. Puis lorsque S diminue en dessous
de Bzz et tant que h(B) est inférieur & la valeur hei(7/16) = 0.1 mm', la configuration stable
du systéme est une structure en zigzag [voir figure 3.1 (b,c)]. Lorsque (8 atteint la valeur critique
telle que h(8) = hc1(m/16), la structure en zigzag devient instable. On observe alors la forma-
tion d’un zigzag modulé spatialement comme sur la figure 3.1 (d). La hauteur du zigzag est alors

uniquement locale et dépend de la position de la particule le long de I’axe longitudinal z. Quand

1. Dans un tel systéme de taille finie périodique, le nombre d’onde non nul le plus petit accessible au systéme est
7 /16.
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B continue a décroitre, on observe qu'une partie des particules s’organise en zigzag alors que les
autres restent en ligne le long de 'axe z. On appelle cette structure localisée une « bulle ». En
poursuivant la diminution du confinement, on observe 'augmentation progressive du nombre de
particules mises en jeu dans la structure localisée en zigzag, son amplitude n’augmentant que tres
peu [voir figure 3.1 (e,f,g,h)]. Enfin, lorsque le confinement devient tel que la hauteur h(3) atteint et
dépasse la valeur de hoo(m/16) = 0.74 mm, toutes les particules se retrouvent de nouveau a la méme

hauteur et une structure en zigzag homogene de large amplitude est récupérée [voir figure 3.1 (i)].
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FIGURE 3.2 - (a) La fine courbe pleine bleue correspond d la hauteur du zigzag h pour un
zigzag homogéne, en fonction de la raideur du confinement 5/Bzz normalisée par Bzz =
5.82 10~ N/m. La courbe épaisse rouge en pointillés représente la plus grande valeur de hau-
teur h mesurée au cours de simulations réalisées pour des systémes de 16 particules. (b) La
fine courbe pleine bleue correspond & 1*(B) défini dans ’équation (3.1), Les courbes épaisses
rouge et bleu en pointillés représentent respectivement la distance longitudinale maximale et la
distance inter-particules AB maximale en fonction du confinement normalisé pour un systéme
de 32 particules. Pour les deux figures l'interaction est en fonction de Bessel modifiée, avec

d/No = 3.91.

L’évolution de ces configurations est présentée figure 3.2 (a), dans laquelle la hauteur maximale
du zigzag h évolue en fonction de la raideur du confinement adimensionnée 3/8z7. La zone I
correspond aux parametres 3/87z > 1, donc & une configuration de particules alignées au fond
du potentiel soit h = 0 [voir figure 3.1 (a)]. La zone II correspond aux configurations zigzag de
faible amplitude telles que h < hep [voir figure 3.1 (b,c)]. La zone III correspond a la zone ou
la configuration zigzag est instable. A Tintérieur de cette zone pour les plus forts confinements
le systéme présente une configuration en zigzag modulé [voir figure 3.1 (d)] qui se transforme
rapidement avec la diminution du confinement en une configuration hétérogene avec une coexistence
de partie en zigzag et partie en ligne, pour hoy < h < heg [voir figure 3.1 (e,f,g,h)]. Enfin, la zone
IV correspond au retour vers un zigzag de grande amplitude, pour h > heo [voir figure 3.1 (i)].

On compare également dans la figure 3.2 (a) la hauteur maximale mesurée dans le systéme avec
la valeur attendue pour une configuration zigzag homogene, donnée par I’équation (2.1). L’accord
entre les deux valeurs est excellent lorsque le systeme se trouve dans une configuration de zigzag
homogene (zone I, IT and IV). On remarque en particulier que l'accord reste trées bon méme tres
loin du seuil lorsque le systéme se trouve en configuration zigzag de grande amplitude (zone IV).
En revanche, dans la zone III ol des structures hétérogenes sont observées, la valeur de h mesurée

est plus grande que celle attendue pour un zigzag homogene. Ce comportement pourrait sembler
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étrange car il correspond a une augmentation de ’énergie de confinement associée aux particules
dans la structure de bulle, mais ce colt énergétique est compensé par une diminution de ’énergie
d’interaction pour toutes les autres particules en configuration en ligne qui s’éloignent légerement
les unes des autres. En effet quand on compare les configurations en bulle aux configurations en
zigzag attendues, on remarque que les particules a 'intérieur de la bulle sont plus éloignées de leurs
voisines. Cependant, comme nous allons le voir ceci est aussi vrai pour toutes les particules en
dehors de la bulle qui se trouvent en ligne. Cette organisation permet donc au systeme de réduire

I’énergie d’interaction entre toutes les particules.

3.2.2 Un modele simple de la coexistence de phases

La coexistence et 1’évolution de la forme des bulles dans la zone instable peut se décrire a ’aide
d’un modele biphasique simple.

Pour que ces phases en ligne et en zigzag coexistent il faut qu’elles soient toutes les deux a
I’équilibre pour le confinement transverse appliqué au systeme. Le confinement transverse doit donc
exactement correspondre a la valeur du seuil de transition zigzag. Les particules doivent alors étre

séparées par un distance [*, la distance [* vérifiant pour chaque configuration I’équation d’équilibre :

(3.1)

ou équation (2.1) a été simplifiée en gardant simplement les interactions avec les seconds plus

proches voisins.
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FIGURE 3.8 — Fvolution de la distance d (en mm) en fonction de lindice des particules.

En points verts d est la distance AB entre particules voisines et en triangles bleus d est la

projection de cette distance le long de l'axe longitudinal x, pour les différentes simulations

présentées figure 3.1. L’insert indique la configuration correspondante du systéme. La raideur

du potentiel de confinement, B, diminue de haut en bas et de gauche a droite; prenant les
valeurs B/Bzz = 0.96, 0.95, 0.93, 0.89, 0.22, et 0.07. La ligne pleine rouge montre la valeur de
la distance 1*(B) définie a partir de Uéquation. (3.1).
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C’est ce qui est observé, ’évolution de ces distances en fonction des dispositions des particules est
présentée figures 3.3 pour les différentes configurations précédemment décrites figures 3.1. Lorsque
les configurations d’équilibre sont inhomogenes, on observe que les distances longitudinales entre
particules sont plus grandes pour les particules dans la ligne que pour les particules faisant partie
de la bulle. Cet effet est di a la réduction géométrique de la distance longitudinale entre particules
dans la bulle, causée par leurs montée le long du potentiel dans la direction transverse, ce qui libere
de la place pour que les particules en ligne s’éloignent les unes des autres. En revanche la distance [*
entre particules reste approximativement constante, que les particules soient dans la bulle ou dans
la ligne. Notons que [* augmente lorsque le confinement diminue et que le nombre de particules
mises en jeu a lintérieur de la bulle augmente [voir figure 3.3]. Cette adaptation de la distance
entre particules {* permet d’interpréter dans une premiere approximation les structures de zigzag
hétérogenes comme une coexistence entre une phase en ligne, pour laquelle toutes les particules
sont alignées le long de l'axe x, et une phase localisée en forme de zigzag (la bulle). Cette analyse
est validée par la comparaison, dans les figures 3.3, de la distance [* obtenue comme solution [*(f)
de léquation (3.1) (ligne rouge) avec la valeur de [* obtenue & partir des simulations qui montrent
un excellent accord.

Les distance [* et leurs projections longitudinales sont présentées en fonction de la raideur
transverse adimensionnée /877 dans la figure 3.2 (b), pour un systeme de 32 particules. Quand
les particules sont alignées (zone I) ou dans une configuration de zigzag homogene (zone II et IV),
la distance longitudinale est égale & la distance moyenne entre particules d. Alors que pour les
configurations en zigzag inhomogenes (zone I1I) la distance longitudinale entre particules en dehors
de la bulle (dans la phase en ligne) et la distance entre particules AB a l'intérieur de la bulle sont
égales, et en tres bon accord avec la distance [*(3). Cette distance augmente régulierement quand le
confinement décroit, et aucun comportement particulier n’est visible pour les valeurs de confinement
auxquelles une configuration en zigzag modulée apparait et prend la forme de structures localisées

en bulle [voir comparaison figures 3.1 (d) et (e)].
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FIGURE 3.4 - Evolution en orange du nombre de particules N impliquées dans la bulle, en

fonction de la raideur du confinement transverse /Bzz, pour une simulation avec 32 particules
dans un canal de longueur L = 60mm. Les points violets correspondent aux valeurs de Nzz

estimée o partir de la minimisation de l’énergie présentée équation (3.2).
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La forme particuliere de ces structures dépend des interactions non linéaires entre particules, et
ne peut donc pas étre décrite dans ’approximation linéaire utilisée. Cette question des formes sera
traitée dans le chapitre 5. Cependant un modele simple de leur évolution peut étre obtenu. Nous
pouvons en effet décrire une configuration en bulle par un nombre Ny, de particules en configuration
en ligne et un nombre Nzz de particules en zigzag, avec la condition N + Nzz = 2N (nous
négligeons ici en premiere approximation la variation de hauteur A pour les particules appartenant
aux bords de la bulle). La distance entre particules sera prise comme [*(3). L’énergie associée a une
telle configuration peut étre estimée en ne prenant en compte que les interactions avec les premiers

et seconds voisins, ce qui suffit pour empécher 'effondrement de la bulle. Cette énergie s’écrit :

BU** — dyy)

Ebulle ~ NL[U(Z*) + U(QZ*)] + sz[U(l*) + U(dez)] + Nzz 3 R (3.2)

avec dzz la distance longitudinale locale entre particules a 'intérieur de la bulle, calculée de telle
sorte que la hauteur de la bulle soit (I*? — d2 ;) /4. Dans ce modele simple, la distance dzz est telle
que :

Nzzdzz = L — (Np, — Nzz)l*. (3.3)

La minimisation de 1’énergie Fjuie, €n prenant en compte les contraintes évoquées, et pour un
confinement /3 constant > permet d’obtenir une estimation du nombre Nz de particules impliquées
dans la bulle. Sur la figure 3.4, I’évolution de Nzz en fonction de la raideur du confinement 5 obtenue
par simulation est comparée a celle obtenue par ce modele simple. Malgré ’aspect rudimentaire
de notre analyse, la comparaison est satisfaisante, le faible écart entre les deux évolutions pouvant

étre attribué a l'erreur commise sur la prise en compte des bords de la bulle.

3.3 Comportement hystérétique de la bifurcation zigzag

Méme si la description de la structure non linéaire en bulle par un modele de coexistence de
phases permet de décrire 'extension des différentes phases, cette description n’est pas suffisante
pour expliquer complétement tous les comportements observés dans de tels systemes. En effet
Pobservation de ces structures inhomogenes indique la coezistence entre une phase bifurquée (h # 0)
et une phase non-bifurquée (h = 0), ce qui ne peut avoir lieu dans le cadre du modele de Landau
des transitions de phase que pour une transition du premier ordre et non pour une transition du
second ordre. Pour renforcer cette idée, nous allons montrer dans cette section que le systeme
présente également un comportement hystérétique caractéristique des transitions du premier ordre,
cette hystérésis étant plus marquée pour les systemes de grande taille et pour des interactions entre

particules a courte portée.

2. Donc une distance entre particules [* constante.
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8§ Influence du confinement

Sur la figure 3.5, on présente la hauteur maximale de la bulle dans le systéme h en fonction du
rapport 3/8zz, pour des raideurs de confinement croissantes et décroissantes, et pour différentes
tailles de systemes. Dans un premier temps on s’intéresse a des systémes pour lesquels la portée des
interactions est gardée constante. L’évolution de la hauteur maximale présente un comportement
hystérétique évident. Lorsque la raideur du confinement 5 décroit, la transition entre une configu-
ration en ligne h = 0 et une configuration bulle, en zigzag localisé, apparait toujours pour la méme
valeur de confinement Sgown. Alors que lorsque 8 augmente, la transition d’une structure localisée
vers une configuration en ligne A = 0 a lieu pour une valeur By, > Bdown- De plus on remarque que

plus la taille du systeme est grande plus la différence Bup — Baown > 0 est importante.
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FIGURE 3.5 — Evolution de la hauteur du zigzag h (en mm) pour des valeurs croissantes (orange,
voir fleches) et décroissantes (bleue, voir fléches) de confinement B/Bzz. Les différentes figures
correspondent & des systémes avec (a) N = 64, (b) N = 128 et (¢) N = 512 particules, la
distance moyenne entre particules et la portée des interactions étant gardées identiques pour
tous les systémes, d = 1.875 mm et d/\g = 3.906.

La figure 3.6 présente I’évolution des rapports Baown/B7z €t Bup/Bzz en fonction du nombre

de particules N dans le systeme. Ceci confirme que Bgown €st essentiellement indépendant de N.

o0

Et au contraire [, augmente avec la taille du systéme et tend vers une valeur limite S5

avec un

comportement en 333 — BN o< 1/N 2.

Influence de la portée de l’interaction
§ P

Si maintenant on s’intéresse a I'influence de la portée de I'interaction, on remarque que ’exten-
sion du domaine d’hystérésis, défini par la différence 3,p — Baown > 0, varie en fonction de la portée
de linteraction [voir figure 3.7]. Pour une taille de systéme donnée on trouve que plus la portée
diminue plus 'extension de I’hystérésis augmente.

Par ailleurs, pour une portée d’interaction donnée, on constate que 'amplitude du cycle d’hys-
térésis est accentué pour les systemes de grande taille et pour des interactions entre particules a

courte portée.

3. Ces mesures d’hystérésis ont été faites pour deux températures différentes tres faibles, et aucune différence
majeure n’a été observée entre les deux jeux de données. Les détails concernant la mise en place des simulations

numériques pour observer ces comportements hystérétiques sont développés dans 'annexe A.3.
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FIGURE 3.6 — Raideurs de confinement réduites 8/Bzz pour lesquelles une transition entre
configuration en ligne et configuration en zigzag localisé a lieu en fonction du nombre de par-
ticules N et pour une distance moyenne entre particules constante d. Les points bleus sont les
valeurs mesurées pour un confinement 8 décroissant Baown- Les points et les étoiles oranges
correspondent aux mesures de Bup faites a confinement croissant. Les températures dans les
simulations (voir Annexe A.3) sont telles que U(d)/kpT = 1072 (points) et U(d)/kgT = 10~*
(étoiles). La ligne pointillée correspond d lextension mazximale attendue pour la zone d’hysté-
résis calculée & partir de la forme normale, voir équation (3.25). L’insert montre en échelle

Log-Log l’évolution de l’écart a cette valeur maximale en fonction de N. La ligne pointillée est

de pente —1.

Si on retranscrit 'analyse de Landau lié au modele de coexistence au cadre de la théorie des

bifurcations, ceci indique un comportement sous-critique pour la bifurcation fourche dans les sys-

temes étendus. De méme ’observation de cycle d’hystérésis dans I’évolution de la hauteur maximale

des configurations d’équilibre lorsque le confinement varie est une caractéristique d’une bifurcation

fourche sous-critique.
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FIGURE 3.7 - Ewvolution de la hauteur du zigzag h (en mm) pour des valeurs croissantes (traits
tireté) et décroissantes (traits plein) de confinement B/Bzz. Chaque figure correspond d un
nombre différent de particules (a) N = 64, (a) N = 128 et (¢) N = 256, a4 densité constante
L/N = 1.875 mm. Pour chaque taille de systéme les trois couleurs représentent trois portées
d’interaction différentes en vert d/\g = 3.125, en rouge d/ o = 3.906 et en bleu d/ g = 5.208.
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3.4 Modele non linéaire de la transition zigzag dans la limite ther-

modynamique

Comme on vient de le voir le domaine de stabilité des structures inhomogenes [voir figure 3.2]
et Pamplitude du cycle d’hystérésis [voir figures 3.5 et 3.6)] augmentent avec la taille du systéme,
ce qui implique que les effets de taille finie doivent étre pris en compte. Ceci montre aussi que les
propriétés sous-critiques sont accentuées dans les systemes étendus. C’est pourquoi il est intéres-
sant pour comprendre ces phénomenes de se placer a la limite thermodynamique, pour laquelle
I'utilisation d’une description continue du systeme en terme d’équations aux dérivées partielles est
justifiée. Dans cette limite nous allons réaliser un développement non linéaire couplant les déplace-
ments longitudinaux et transverses, couplage qui sera a l'origine du changement de caractere de la
bifurcation fourche [voir sous-section 3.4.3]. En partie basé sur les outils développés pour les insta-
bilités dans les systemes étendus [18], ce développement sera réalisé proche du seuil de transition
zigzag de telle sorte que 'on pourra considérer les variables utilisées comme variant lentement en
espace et en temps [voir sous-section 3.4.1]. La pertinence de l’ensemble sera assurée en retrou-
vant les dépendances du seuil de transition zigzag en fonction de la distance entre particules et les
relations de dispersion des modes de vibration dans la limite de validité du développement [voir
sous-section 3.4.2]. Enfin nous discuterons, dans la sous-section 3.4.4, des conditions pour lesquelles

il est possible d’observer le caractere sous-critique de la transition zigzag.

3.4.1 Invariance par translation et couplage avec le mode de phase

Dans cette section nous allons identifier I'existence d’'un mécanisme permettant d’expliquer le
caractére sous-critique de la transition zigzag pour des systémes infinis invariants par translation
et avec des interactions entre particules a courte portée. Le phénomene clef derriere ce changement
de caractere correspond au couplage non linéaire entre le mode mou apparaissant a la transition

zigzag et le mode de phase lié a I'invariance par translation du systeme.

La structure en zigzag est invariante selon toute translation x — (z + ¢) avec ¢ une constante
réelle. On s’attend alors a ce que dans la limite des grandes longueurs d’onde et des basses fré-
quences, le cout énergétique nécessaire a une translation, dépendant du temps et de ’espace ¢(x,t),
devienne négligeable. Le champs ¢(z,t) correspond dans cette limite au mode de Goldstone associé
a la brisure de symétrie a la transition zigzag. De plus, tres proche du seuil de bifurcation fourche,
il existe également un mode mou associé a la bifurcation elleeméme. Ce mode correspond a une
modulation de la hauteur h(z,t) de la configuration zigzag , variant lentement dans ’espace et dans
le temps et se gelant a la transition. Comme on I'a évoqué, il a été montré dans la littérature [18]
que la forme normale de la bifurcation sous-critique résultait du couplage non linéaire entre ces
deux modes mous.

C’est pourquoi nous nous plagons proche du seuil de transition zigzag, || < 1 ol h varie comme

la racine carrée de 1’écart au seuil e!/2

. On définit alors le petit parametre du développement
asymptotique & comme étant proportionnel a ’écart au seuil, § o €. Nous pouvons alors écrire
h = 6Y2H avec § < 1. Puis les décompositions des variables lentes, en temps et en espace, sont

choisies afin de retrouver les modes acoustiques calculés au chapitre 2 dans la limite des faibles
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fréquences et des grandes longueurs d’onde [voir section 3.4.2]. Nous prenons pour cela T' = 6172t
et X = 6Y/2x. L’échelle de variation spatiale définit alors le champs de déplacement longitudinal
¢ = 62, Enfin les champs H et ® dépendent des variables lentes d’espace et du temps, X et 7.
Bien qu’il soit homogene a une distance, par abus de langage nous appellerons ®(X,T') le champ

de phase *.

FIGURE 3.8 — Illustration schématique d’une configuration. Les lignes pleines rouges indiquent

les interactions prises en compte dans la description théorique.

Comme le montre le schéma figure 3.8, on considere uniquement les interactions entre premiers
et seconds plus proches voisins, ce qui est cohérent avec le fait que ces structures inhomogenes sont
observées pour des interactions courte portée®. Il est toutefois nécessaire de prendre en compte
I'interaction avec les seconds voisins car la prise en compte uniquement des plus proches voisins n’est
pas suffisante pour stabiliser la configuration zigzag [voir section 2.3.1]. A partir de ces hypotheses

et des lois d’échelles choisies précédemment, les distances entre particules s’écrivent :

AgBy = \/[d + 6120(X + 61/2d) — 61/20(X)]* + 6 [H(X + 61/2d) + H(X)]?, (3.4)

AgA; = \/[2d + 012®(X + 61/22d) — 61/2@(X)] 10 [H(X + 6'/22d) — H(X)] %, (3.5)

En développant 1’énergie d’interaction U(AgBg) + U(AgA1) jusqu’a l'ordre 62, et en notant
0P/0X = ®x Y, on trouve :

E U(d) + U(2d) + 6H? (é + M) + 62 { [U”(d) — Ul(d)] <2—H4 + 2H2c1>X> +

Q

2 d d d?

+ HHyxxdU'(d) + <I>§(d; [U"(d) + 4U" (2d)] + Hk g [U'(d) 42U (2d)] } . (3.6)

L’énergie d’interaction E permet de définir la densité de Lagrangien £ = mé? (P2 + H2)/2 — ET.

Il est important de remarquer que nous avons volontairement omis un terme proportionnel a ®x a

4. Pour un systeme annulaire ou périodique, ® est une distance modulo la taille du systeme, ce qui justifie notre
dénomination.

5. La prise en compte de I'interaction entre toutes les particules ne change rien au mécanisme que nous présentons
ici. Le développement avec la prise en compte de toutes les interactions a été réalisé. Toutefois afin de simplifier la
présentation nous avons choisi de présenter uniquement le développement pour les interactions avec les seconds plus
proches voisins.

6. De maniere équivalente on note xx = 82<1>/8X2.

7. Formellement, E correspond a une énergie et non & une densité d’énergie. Cependant, il s’agit de I’énergie d’une
particule dans le systeme, il est donc nécessaire de sommer sur toutes les particules pour obtenir I’énergie totale du
systeéme. L’expression £ correspond bien a une densité Lagrangienne de champs. On reviendra plus en détails sur le

calcul de I’énergie des différentes configurations du systeme dans le chapitre 5.
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l'ordre ¢, et les deux termes suivant :

532 [QHHXU’(d) + d; <U’(d) + 4U’(2d)> Dy X] =
= 53/26% [H2U’(d) + d; (U’(d) + 4U’(2d)> @X] , (3.7)
. 52¢XXX%3 (U’(d) + 8U’(2d)> = 528% [@XX%?’ (U’(d) + 8U/(2d)>} , (3.8)

car ils correspondent a des dérivées exactes en X et ne contribueront alors pas dans les équations de

Lagrange [59]. Les équations de Lagrange pour les champs ®(X,T) et H(X,T) s’écrivent donc® :

m®rr = d* [U"(d) +4U" (2d)] ®xx + 4 [U”(d) - U,C(ld)] HHx. (3.9)
mHpp = —64U6;(d)H _ |:U//(d) _ @} (%Hi’) + 4H(I)X> _
—Hxxd [U'(d) —2U'(2d)] , (3.10)

Ce systeme d’équations décrit le couplage entre le mode mou associé a la transition zigzag H(X,T)
lié & la proximité avec le seuil de bifurcation fourche [35, 39] et le mode de phase ®(X,T) lié a
I'invariance par translation.

Remarquons que les termes des équations (3.10) et (3.9) respectent toutes les symétries re-
quises par le systeme [21, 41, 22, 18, 48]. L’invariance par translation x — = + ®q est préservée
puisque seules les dérivées par rapport a X de ® apparaissent. Le fait que tous les termes dans
I’équation (3.10) soient des fonctions impaires de H tandis que les termes de I’équation (3.9) soient
des fonctions paires de H reflete l'invariance de la configuration zigzag sous la transformation

(H,®) — (—H,®). Il est également facile de vérifier que les équations sont invariantes selon la
symétrie de parité de X, (H,X,®) — (H,—X,—?).

3.4.2 Validation du choix des lois d’échelle

Pour valider la cohérence du choix de lois d’échelle qui a été fait, nous avons utilisé les expressions
développées dans les équations des champs ® et H pour retrouver deux grandeurs précédemment
obtenues par une voie directe : le spectre de vibration acoustique de la chaine linéaire dans la limite
des grandes longueurs d’onde et ’évolution du seuil de bifurcation zigzag lors d’un changement de

distance entre particules.

, , . . . < <2 .. N . en
8. Tous les termes du développement étant de maniére consistante proportionnels a §~, celui-ci a pu étre simplifié
dans I’expression de la densité de Lagrangien. Le coefficient devant le terme linéaire en H, peut se re-écrire en fonction

de lécart au seuil €, qui a été défini comme proportionnel & d.
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8 Calcul des modes acoustiques

Nous allons montrer que les équations (3.10) et (3.9) décrivent correctement les modes acous-
tiques de la chaine de particules. Nous retrouvons bien entendu seulement les expressions calculées
au chapitre 2 dans la limite des grandes longueurs d’onde, car le calcul section 3.4.1 postule une

variation spatiale lente.

En prenant H = 0, et en linéarisant I’équation (3.9), on obtient la vitesse du son :
mc}, = d* [U"(d) + 4U" (2d)] (3.11)

dans la direction longitudinale de la chaine lorsque seules les interactions avec les seconds plus
proches voisins sont prises en compte [voir section 1.3]. En prenant maintenant ® = Cste, et en

linéarisant I’équation (3.10) pour S = fBzz, on trouve la vitesse du son transverse :
mel = d[2U7(2d) — U'(d)] (3.12)

dans la chaine. Ces expressions pour les vitesses des ondes transverses et longitudinales sont a
comparer a celles obtenues linéarisant les relations de dispersion pour la configuration en ligne
présentées équations (1.8) et (1.9) dans la limite ¢ — 0 et en ne prenant compte que les interactions
avec les seconds plus proches voisins.

Dans le cas général, on linéarise les équations autour d’une configuration homogene bifurquée
Hy qui, & partir de I’équation (1.2), correspond & HZ = Bzzd?/ <8 {U”(d) — %D En supposant
H(X,T) = Hy +n(X,T) avec |n| < Hy, et |Px| < 1, on obtient a partir des équations (3.9)
et (3.10) :

mnrr = —2Bz7m — d[U'(d) — 2U" (2d)]nx x — 4 [U"(d) _ UT@} Hydy,

, - (3.13)
m®pr = d2 [U"(d) + 4U" (2d)] ®xx + 4 [U"(d) yl } Honx.

i(gX —wT)

Si l'on s’intéresse aux solutions de la forme (7, ®) = (n, ®o)e , on trouve les fréquences

propres a partir des valeurs propres de la matrice :

1 (2822 — dU'(d) - 20" 2d)]g>  diq [U"(d) - L] Hy

U(d) (3.14)
m\  —4ig \U"(d) — =% | Hy  d*[U"(d) + 4U"(2d)] ¢*

Ces valeurs propres sont & comparer avec les calculs effectués dans la section 2.2 [voir équa-
tion (2.18)], en se restreignant aux seconds voisins, dans la limite ¢ — 0, et en linéarisant tous
les coefficients au premier ordre en h. On retrouve alors un spectre acoustique cohérent avec celui
calculé ici.

La variation de hauteur étant imposée par la bifurcation fourche sous-critique comme propor-
tionnelle & ’écart au seuil (et avec € oc §) on a h = H§Y2. Comme on vient de le voir, les modes
acoustiques sont parfaitement retrouvés si w?, ¢* et h% sont tous d’ordre J, ce qui restreint les
variations des variables lentes telles que T = 6Y/2t et X = §Y/22 comme choisi au début de la

section 3.4.1.
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§ Détermination du seuil de bifurcation

Nous avons également vérifié que celles-ci permettent de retrouver la dépendance du seuil de
transition en fonction de la distance moyenne entre particules de la configuration zigzag. En effet
on remarque que ’équation (3.10) admet des solutions spécifiques ®x = @9( =Csteet Hx = 0, qui
correspondent ainsi a une configuration zigzag homogene avec une renormalisation de la distance
moyenne entre particules qui devient deg = d + eq)g(d. En considérant uniquement les termes de
I’équation (3.10) proportionnels & H, on trouve :

AU’ (d
Hprp = —e¢ @)

H — 40%6* [U”(d) - @} H + O(H?). (3.15)

ou le membre de droite correspond exactement au développement limité :

— 460% [U”(d) - @} 0(5?). (3.16)

AU'(d + 69%d)  4U'(d)
d+69%d d

Bzz(deg) = —

Nous voyons alors que les solutions ®x = @9( = Cste et Hx = 0, correspondent bien & un décalage
du seuil d’instabilité zigzag développé au deuxieme ordre en 9.
Ces deux vérifications valident les lois d’échelle choisies pour le développement asymptotique,

ainsi que les équations obtenues & partir de celles-ci pour les champs ® et H.

3.4.3 Caractere sous-critique de la bifurcation

Pour simplifier 'expression du développement de la forme normale de la bifurcation, les distances
x, ¢ (resp. @) et h (resp. H) seront exprimées en unités adimensionnées par la distance moyenne
d entre particules. Le temps ¢ (resp. T') sera exprimé en unité de d/c; ou ¢, est la vitesse des
ondes linéaires transverses dans la limite de grande longueur d’onde définie équation (3.12). Enfin,
le développement asymptotique terminé, il est préférable pour alléger les notations, de revenir a
une notation plus commune en minuscules (¢, h, x et t).

De cette maniere la densité de Lagrangien devient :

1 (0h\? 1 [06\? €Bzz.o a3 (,4 200\ 1 [0h\> bg (06>
“5(&) +§<a> L h—7<h +h%>‘§<%> ‘5(%% (3:17)

ou les coefficients s’expriment directement en fonction du potentiel d’interaction et de ses dérivées

comime : 9
—4d U’ 4d(dU" = U’ c
Bzz = ——5— az = Ad(d U" ~U7) : ), bs = (—//> , (3.18)
me; me] cL

ou les dérivées du potentiel sont prises a la distance r = d, et ou les coefficients 87z, ag et b3 sont
tous positifs.

Les équations de Lagrange pour les champs ¢(z,t) et h(x,t) sont :
gbtt = a3hhx + b3¢:m:a (319)

hi = €Bzzh — ag (2h* + hoy) + haa. (3.20)
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Ces équations (3.19) et (3.20) peuvent expliquer le mécanisme non linéaire responsable du chan-
gement de caractere de la bifurcation. En effet si 'on s’intéresse aux solutions stationnaires ¢; = 0,
ht = 0, on remarque directement que I’équation (3.19) peut se re-écrire sous la forme :

_ 8 2
boz = 2 (h?), (3.21)

Il est important maintenant de distinguer les solutions de cette équation sous deux formes. Tout
d’abord nous allons présenter rapidement le comportement des solutions de champs de déplacement

transverse homogene h, = 0, avant de discuter plus en détails des solutions inhomogenes de la forme

hy # 0.

§ Solutions homogénes

Si 'on considere une solution homogene de la forme h, = 0, on trouve directement que ¢, =
0. Ce qui donne apres intégration ¢(zr) = A avec A une constante d’intégration. Comme nous
I’avons évoqué dans la sous-section 3.4.2, ¢, correspond physiquement a une modification de la
distance entre particules. Or, pour un systéme infini, ce changement de distance entre particules
doit s’appliquer a tout le systéme ce qui nécessite donc une énergie infinie qui n’est pas autorisée.
La seule solution possible physiquement est de poser A = 0. De méme, pour les systemes finis et
cycliques on trouve que A = 0. Cette solution revient donc & avoir ¢ = Cste ce qui correspond &
une simple translation du systeme. De plus comme ¢(z) = 0, 'équation (3.20) pour le champs h se
re-écrit :
0 = eBzzh — 2a3h® (3.22)

Cette équation se résout trivialement, et elle correspond exactement au développement de 1’équa-
tion pour la hauteur du zigzag homogene développée pour décrire la transition surcritique lorsque
I’on prend en compte uniquement les interactions avec les seconds plus proches voisins. On en dé-
duit donc que le systeme présente nécessairement un comportement surcritique si 'on considere
uniquement les solutions homogenes. Cependant nous allons voir maintenant que le caractere de la

bifurcation peut changer lorsque qu’on leve cette restriction.

8§ Solutions inhomogénes
On s’intéresse maintenant a des solutions inhomogenes avec h, # 0, dans ce cas la il est possible
d’intégrer directement ’équation (3.21) :

Op = B p2= o avec a > 0. (3.23)
2bs

9. Il est important de remarquer que le mode de Goldstone lié & I'invariance par translation des systemes infinis
nécessaire au mécanisme de couplage se retrouve également dans les systémes finis et cycliques, a travers I'invariance
par rotation. On s’attend donc a ce que la description faite ici dans la limite thermodynamique reste qualitativement
valable pour ces systémes. La taille finie du systéme impose alors que la distance longitudinale entre toutes les

particules ne puisse pas augmenter, on trouve donc de nouveau que A = 0.
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On trouve alors que I’équation pour le champs de déplacement transverse inhomogene s’écrit :
hew = h [—€B22 + a3(2 — a)h?] . (3.24)

Sans le couplage avec le champs de phase ¢, on a @ = 0 et on retrouve alors la bifurcation fourche
surcritique que nous avions déduit de ’équation (1.2). Cependant lorsque le couplage est pris en
compte, le coefficient (2 — «) peut devenir négatif, de telle sorte que la bifurcation fourche devient
sous-critique.

Ceci arrive lorsque le potentiel d’interaction est de courte portée. On discutera plus en détails
le comportement de « et l'existence de cette sous-criticalité dans la section 3.4.4. On montrera
que pour une interaction Coulombienne le coefficient « est inférieur ou égal & deux, ce qui est
cohérent avec I'observation de la stabilité inconditionelle de la configuration zigzag pour les systemes
avec interaction de Coulomb [52, 39]. Cependant pour des interactions de type fonction de Bessel
modifiées, comme utilisées dans nos simulations, on trouve (2 — a) < 0 quand d/\g > 1.58 'V Les
simulations étant réalisées avec d/Ag ~ 3.92 [voir section 3.2 et I'annexe A.3 pour les détails sur les
simulations], il est possible d’observer I'influence du changement de caractere de la bifurcation induit

par le couplage avec le champs de phase dans les simulations comme nous le verrons section 5.3.

Lorsque (2 — a) < 0, la bifurcation est sous-critique, il devient alors nécessaire de calculer les
termes a lordre suivant de I’équation (3.20) afin d’obtenir des solutions stables au dela du seuil
de bifurcation et donc de « saturer l'instabilité ». Nous allons donc étendre le développement de
Pénergie, présenté équation (3.6) aux termes d’ordres suivants. On trouve alors un terme a l'ordre
85/2 qui correspond & une dérivée totale en z, et qui peut alors étre oublié'!. Le calcul du terme
d’ordre suivant 62 devient plus lourd, c’est pourquoi on gardera uniquement les termes en hS,
h3¢, et he2, en négligeant les dérivées supérieures de h uniquement dans le but de simplifier les
expressions. Cependant nous verrons par la suite que cette approximation non controlée se trouve
étre numériquement excellente.

Finalement lorsque 'on regroupe les termes a 'aide de 1’équation (3.23), ils donnent lieu a un

unique terme en h®. La forme normale de la bifurcation s’écrit alors :
his = eBzzh — a3(2 — a)h® — ash® + hyy, (3.25)

ou le nouveau coefficient a5 est défini comme :

as = % 2(6 — 6 + a?) (U'(d) — dU"(d)) + (2 — a)?d*U""(d)] > 0. (3.26)

¢l

10. Cette valeur est différente de celle calculée au chapitre précédent [voir section 2.3.3] car ici uniquement les
interactions avec les seconds plus proches voisins sont prises en compte, si on restreint I’analyse faite section 2.3.3 &
cette approximation on trouve & = d/X\o = 1.58 comme valeur critique d’apparition d’une zone instable.

11. A partir des équations (3.4) et (3.5), on note que les puissances impaires de 512 apparaissent dans le développe-
ment comme des fonctions de dérivées paires de ¢ et impaire de h. Dans le développement de I’énergie, les puissances
impaires de 6*/2 contiennent nécessairement ces termes & la puissance impaire, et ils changent donc de signe dans une
transformation de parité. Or comme 1’équation attendue doit étre invariante sous cette symétrie de parité, on s’attend
A ce que les termes de puissance impaire de §'/? dans la densité de Lagrangien soient nécessairement en facteur de

dérivées exacts de x, comme nous l'avons vu pour le terme d’ordre 83/2 dans Iéquation (3.7).
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Les signes des coefficients jouent un roéle majeur dans la description de la bifurcation, on trouve
que les coefficients Bzz, az, a3, a et également as sont tous positifs. La question qui reste a
déterminer pour connaitre le caractere de la bifurcation correspond au signe du coefficient (2 — «).
Si sa valeur est positive, la forme normale (3.25) décrit une bifurcation fourche sous-critique, alors
que si sa valeur est négative, la forme normale décrit une bifurcation fourche surcritique. Dans
la prochaine sous-section nous allons nous intéresser a la valeur de ce coefficient en fonction de

I'interaction entre particules.

3.4.4 Estimations numériques de «

Nous discutons, maintenant en fonction de l'interaction entre particules, les valeurs prises par le
coefficient (2—«), défini équation (3.23), puisqu’il détermine le caracteére sous-critique ou surcritique
de la bifurcation fourche.

Ce coefficient est directement relié a I’analyse linéaire des modes de la configuration zigzag. En
effet, le développement de la relation de dispersion aux faibles nombres d’onde (section 2.3.1), qui
indique l'existence d’un systéme instable, est directement relié au signe du coefficient Sy décrivant la
courbure de I’équation de dispersion pour de grandes longueurs d’onde [voir ’équation (2.26)]. Or,
si on exprime ce coefficient en prenant uniquement en compte les interactions second plus proches

voisins, on trouve que :

So = [4U"(2d) +U"(d)] — <U”(d) - @) (3.27)

= |20"(2d) + %U”(d)] (2 —a)

Le changement de caracteére de la bifurcation en fonction de (2—«) est donc directement relié a I’ap-
parition de fréquences instables dans la relation de dispersion des modes propres de la configuration
zigzag.

Il est également possible de reprendre I’analyse du signe du coefficient (2—«) en fonction du type
d’interaction considéré entre les particules, pour des potentiels de portée finie, comme la fonction
de Bessel modifiée utilisée en simulation (voir Appendix A) ou comme le potentiel de Yukawa. Pour

un potentiel en Bessel modifié, on a :

_ 2€ [Ko (&) + Ka(6)] + 4K4(8)
&)= E[Ko(&) + Ko (&) + 4 (Ko(28) + Ka(28))] (3.28)

ou l'on rappelle la définition de & = d/)\g avec Ay qui correspond a la portée de l'interaction.

Comme K, (&) ~ e~¢/y/27€ pour les grandes valeurs de &, on trouve facilement que Elim alf) =2.
—00

La fonction «(§) est représentée dans la figure 3.9 : on trouve a > 2 pour d/Ag > 1.58, et la valeur
maximale de « est 2.33.

Pour un potentiel de type Yukawa, on trouve :

B 2 (&2 +36+3)
2426424+ e 6(282 426 + 1)

a(§) (3.29)

ce qui donne de nouveau lim «(¢) = 2. La fonction a(u) est également représentée figure 3.9. On
— 00

mesure cette fois-ci a > 2 pour d/\g > 0.61, et la valeur maximale de « est 2.32.



68 CHAPITRE 3. MODELE NON LINEAIRE DE LA TRANSITION ZIGZAG

1 10 100 1000
§

FIGURE 3.9 — Evolution de «(€) (échelle linéaire) en fonction de € (en échelle Log) pour
un potentiel d’interaction en fonction de Bessel modifiée (courbe bleue) et pour un potentiel

d’interaction de type Yukawa (courbe rouge).

Pour les potentiels d’interaction a longue portée, il est nécessaire d’étendre le calcul non linéaire
a la prise en compte des interactions entre toutes les particules dans le systeme. Si nous prenons en
compte la n®™e cellule apres celle indiquée en rouge figure 3.8, il suffit de développer les distances
ApBy, et ApA,, en fonction du petit parametre §. Cela revient & remplacer d dans I’équation (3.4)
par (2n + 1)d, et 2d dans I’équation (3.5) par (2nd) et de sommer sur toutes les particules en
interaction. Le développement en puissance de § est cohérent si nd < 1, ce qui exclut les systemes
infinis. Si on considére un systéme fini périodique de Ny ax cellules (2N« particules), le coefficient

« s’écrit alors :

QE?Qﬂm@ an)

2\ T e
o= : (3.30)
S5 (@U(d)) + 4(dj)PUT (24 )
j=1

Pour un potentiel de Coulomb, U(r) o< 1/r, la somme au numérateur converge rapidement lorsque
Npax est grand tandis que la somme au dénominateur diverge. Par conséquent o < 2 (avec égalité
pour Npax = 1) et la bifurcation fourche est alors toujours surcritique, ce qui est cohérent avec

I'analyse de stabilité linéaire de la configuration zigzag présentée chapitre 2.

On a donc bien montré l'existence d’un mécanisme permettant d’expliquer le caractere sous-
critique de la transition zigzag pour des systémes infinis invariants par translation et avec des
interactions entre particules a courte portée. Le phénomeéne clef derriére ce changement de caractére
de la bifurcation correspond au couplage non linéaire entre le mode mou apparaissant a la transition
zigzag et le mode de phase lié a 'invariance par translation. Mais ce mode de phase existe aussi
dans des systemes de taille finie avec des conditions aux bords périodiques, entrainant alors une
invariance par rotation. Le caractere sous-critique de la bifurcation reste donc pertinent pour les
systemes périodiques avec des interactions de courte portée. Cette description sous-critique est
cohérente avec les observations sur les simulations présentées section 3.3. Mais au dela, 'accord
semble aussi quantitatif, car nous montrerons par exemple dans le chapitre 5 que I’extension des
cycles d’hystérésis présentés figure 3.6 tend dans la limite des grands systemes, N — oo, vers la

valeur décrite par le modele non linaire, €qoex(d)Bzz(d) [voir section 5.2].
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons discuté la nature de la transition zigzag dans les systemes de
particules en interaction répulsive a courte portée qui sont soit des systémes infinis soit des systémes
aux conditions aux bords périodiques. A partir de simulations numériques, nous avons montré
que les configurations d’équilibre adoptées par le systéme pouvaient étre inhomogenes. Nous avons
également montré que ces configurations inhomogenes pouvaient étre décrites par un modele simple
de coexistence de phase en zigzag et de phase en ligne. De plus nous avons vu que pour les systemes
suffisamment grands, la transition zigzag présentait un comportement hystérétique, caractéristique
d’une transition configurationelle du premier ordre. Le mécanisme responsable de ce changement
de caractere de la bifurcation a été identifié : il s’agit du couplage non linéaire entre le mode mou
lié a la transition zigzag et le mode de Goldstone lié a I'invariance par translation ou par rotation
du systeme.

Dans le contexte plus général des instabilités en systemes étendus, la forme normale sous-critique
d’une telle bifurcation avait été obtenue phénoménologiquement a partir d’arguments de symétrie.
Nous sommes allés plus loin ici dans le cadre de la transition zigzag. En effet, la connaissance de la
dynamique sous-jacente du probleme nous a permis d’obtenir la forme normale de la bifurcation de
facon constructive, par un calcul direct s’appuyant sur une approche asymptotique dans la limite
thermodynamique et proche du seuil de bifurcation. Nous avons développé de cette maniére une
expression analytique pour la forme normale de la bifurcation et ses coefficients. Ces derniers nous
permettent de mettre en évidence le caractere sous-critique de la bifurcation fourche. Enfin, nous
avons pu relier le changement de caractere de la bifurcation a I’apparition de modes instables dans
I’analyse de stabilité linéaire de la configuration zigzag réalisée au chapitre 2. Nous avons pu alors
retrouver les valeurs de portée d’interaction ou d’exposant d’interaction en loi de puissance pour

lesquels la transition change de caractere.
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4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que les systemes cycliques de particules en
interaction courte portée présentent une transition structurale décrite par une bifurcation sous-
critique. Ainsi pour une gamme intermédiaire de confinement transverse, ce systéme présente une
coexistence de phases avec une structure localisée en zigzag entourée de particules en ligne. De plus
nous avons vu que ces systemes présentent un comportement hystérétique ou ’on observe que la
configuration du systéme passe d’une configuration en ligne a une bulle (confinement décroissant)
a une valeur de confinement plus faible que celle pour laquelle le systéme passe d’une configuration
en bulle & une configuration en ligne (confinement croissant).

Jusqu’ici nous nous sommes intéressés uniquement a 1’observation de cette transition structurale
a température nulle. Il est intéressant de se demander dans quelle limite notre description reste valide

lorsque le systeme est soumis a un bain thermique et comment les structures que nous venons de

71
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décrire résistent a I’agitation thermique. Au cours de ce chapitre nous allons donc étudier 'influence
d’un bruit thermique sur ces structures localisées, et particulierement son influence directe sur la
structure de la bifurcation sous-critique elle-méme. Cependant dans ce chapitre nous traiterons
uniquement du role de la température sur la transition structurale du systeme, laissant de co6té les

comportements dynamiques des structures liés a la température, qui seront traités dans la partie II.

Nous profiterons du caractére modele de notre systéme pour appréhender de fagon plus géné-
rale I'influence des fluctuations thermiques sur les bifurcations sous-critiques, pour lesquelles peu
de résultats existent. En effet, plusieurs études ont été réalisées concernant le role des effets ther-
miques sur une bifurcation fourche surcritique [5, 3]. Ces résultats se sont avérés en trés bon accord
avec les études numériques menées sur des systémes confinés longitudinalement [34]. Ce n’est que
récemment que des systemes présentant des transitions sous-critiques ont été considérés. Il a no-
tamment été montré que la température affectait de maniere majeure le cycle d’hystérésis observé
lors de telles transitions [4]. Cependant, les expressions présentées dans cette étude se trouvent
étre essentiellement formelles et assez rarement comparées a des systemes physiques. Nous nous
proposons donc d’utiliser ici la bifurcation observée sur la transition zigzag pour étudier 'influence

des fluctuations thermiques sur la transition zigzag sous-critique observée en systeme cyclique.

Dans une premiere section 4.2 nous discuterons la stabilité des bulles en présence d’un bain
thermique ainsi que leur description a partir du modele non linéaire développé au chapitre 3.
Notons que la gamme de températures a laquelle on va s’intéresser est minorée en pratique par les
températures en deca desquelles aucun effet n’est décelable. D’autre part elle est majorée par les
températures au dela desquelles 'amplitude des fluctuations thermiques deviendrait comparable
a l'amplitude transverse de la bulle, compromettant ainsi la possibilité de définir une quelconque
structure localisée. Dans une seconde section 4.3 nous nous intéresserons a la difficulté qu’il y a a
définir un cycle d’hystérésis en présence de bruit thermique. Nous introduirons alors une distinction
entre régimes dits d’« hystérésis » et d’« intermittence ». L’influence de la température sur les
seuils du cycle d’hystérésis sera présentée plus quantitativement dans la section 4.4. Enfin nous
montrerons, dans la section 4.5, que 'on peut extraire un grand nombre d’informations sur le

paysage énergétique du systeme a partir de I’étude du régime d’intermittence.

Comme précédemment les résultats présentés dans ce chapitre ont été obtenus a l'aide de simula-
tions de dynamique moléculaire a faible coefficient de dissipation dans le but d’accentuer I'influence
du bruit thermique. Les détails de simulation spécifiques concernant ce chapitre sont développés
dans une partie dédiée annexe A .4.

Ces résulats ont fait 'objet d’une publication, Hysteretic and intermittent regimes in the sub-

critical bifurcation of a quasi-one-dimensional system of interacting particles, Phys. Rev. E [36].
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4.2 Caractérisation des configurations a température non nulle

Les formes des bulles & T' = 0 K seront décrites en détails au chapitre 5. Nous décrirons pour
chaque valeur de confinement € une forme continue de bulle, sur laquelle les particules s’organisent
en zigzag formant une unique configuration d’équilibre. Nous anticiperons ici ces résultats et com-
parerons les formes de bulles observées a température non nulle avec ces formes théoriques pour

étudier la stabilité des bulles en présence d’un bruit thermique.

L’échelle de température que nous considérons ici, qui peut apparaitre comme tres élevée au
regard des températures usuelles, est déterminée par le choix de I’'amplitude d’énergie d’interaction
Up. Nous avons choisi arbitrairement de fixer cette échelle d’énergie & une énergie proche de celles
observées dans notre systeme expérimental de billes métalliques millimétriques chargées en inter-
action ' [20, 31]. Pour un tel systéme il a été montré que I’énergie d’interaction entre particules
correspond & une fonction de Bessel modifiée [voir équation (2.32)] [55]. Si on consideére une dis-
tance typique entre particules de d = 1.875 mm, on trouve alors que I’énergie d’interaction entre
particule vaut U(d) ~ 0.117 nJ soit U(d)/kp =~ 8.46 10'? K. Le domaine de température auquel
on s’intéresse est alors compris entre une valeur nulle et une valeur comparable a cette énergie

d’interaction, typiquement 7' ~ 10'? K.

4.2.1 Stabilité des bulles a température non nulle

Les figures 4.1 (a)—(c) présentent différentes configurations instantanées prises par le systeme
pour un méme confinement mais pour une température croissante. Chaque figure montre une struc-
ture localisée de bulle et chaque structure est bien décrite par la méme forme continue, ceci pour
toutes les températures considérées. Les structures localisées de bulles deviennent de plus en plus
bruitées lorsque la température augmente, mais elles ne sont pas détruites par les fluctuations
thermiques pour de telles températures. La robustesse de ces structures avec la température est
confirmée par les figures 4.1 (d)—(f) qui montrent la superposition des positions prises par les parti-
cules pendant un temps typique de 90 s. Pour T = 10° K et T = 10'° K [voir figures 4.1 (d)—(e)], la
forme des bulles est simplement conservée durant toute la simulation. Les bulles étant des solutions
d’équilibre stables, les fluctuations thermiques entrainent uniquement des déplacements aléatoires
des particules autour de leurs positions d’équilibre, ’amplitude de ces déplacements augmente avec
la température. A plus haute température [T = 10" K, voir figure 4.1 (f)] la forme de la bulle est

plus difficilement reconnaissable, elle apparait floutée a cause de 'amplitude des fluctuations.

4.2.2 Parametre d’ordre en présence de bruit thermique

Afin de décrire la transition du systéme avec la variation du confinement il nous faut définir
un parametre d’ordre h,,(€) qui caractérise sans ambiguité la configuration prise par le systéme
pour chaque confinement €. La définition de ce parametre d’ordre pour une bulle soumise a un bain
thermique n’est pas évidente et demande une procédure adaptée que nous allons présenter ici.

On pourrait imaginer associer ce parametre d’ordre a lamplitude h,,(€), la distance maxi-

male entre les particules et I'axe longitudinal, mesurée sur une configuration moyenne. Méme si

1. Une description plus précise du systeme expérimental est présentée dans 'annexe B.
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FIGURE 4.1 — Positions des particules (x;,y;) (mm) pour un systéme de 128 particules présen-
tant une bulle (e = 0.02 et d = 1.875 mm), avec pour températures T = 10°, 1010 et 10'* K de
gauche a droite. Les points verts sur les figures du haut correspondent aux positions instanta-
nées. Les points bleus sur les figures du bas montrent les positions moyennes des particules et
les points grisés la superposition de toutes les configurations instantanées enregistrées pendant
un temps typique de 90 s. Dans toutes les figures la ligne pointillée rouge correspond a la forme
analytique de bulle associée a ce confinement.

cette procédure semble fonctionner a basse température elle introduit des erreurs importantes a
haute température. En effet, & basse température on observe sur les figures 4.1 (d) et (e) que
la configuration moyenne est tres semblable aux configurations instantanées et a la forme conti-
nue [voir figures 4.1 (a) et (b)]. Cependant & haute température la configuration moyenne présentée
figure 4.1 (f) ne ressemble plus du tout & la configuration instantanée prise par le systeme? [voir
figure 4.1 (c)]. Cet important désaccord nous empéche alors de définir h,,(e) a partir des configu-
rations moyennes.

Nous proposons donc de déterminer h,,(e) d’'une maniere alternative plus pertinente pour chaque
température. Afin de tirer parti du grand nombre de réalisations du systéme durant toute la simu-
lation et d’éviter les artifices liés aux moyennes, nous avons défini h,,(€) a partir de la densité de
probabilité de la distance maximale entre les particules et 'axe de la cellule h,,(t) déterminée a
chaque instant t. De telles distributions de hauteurs maximales typiques sont présentées figure 4.2
pour deux températures différentes et pour des valeurs de confinement e autour du seuil € = 0.

La valeur pour laquelle cette distribution des hauteurs est maximale a toutes les caractéristiques
d’un parametre d’ordre et peut étre utilisée comme tel.

Ainsi, si 'on considere tout d’abord un fort confinement € tel que les particules se trouvent en
configuration en ligne & température nulle, alors h,,(¢,7 = 0,t) = 0 et la densité de probabilité est
une distribution de Dirac d(h) centrée sur zéro. Pour une température non nulle, la valeur instanta-
née de h,, (e, T > 0,t) est par définition positive ou nulle et sa valeur augmente avec la température.
La distribution des hauteurs maximales est alors décalée par rapport au zéro et légerement étalée

autour de sa valeur la plus probable h,,(e,T" > 0), comme le montre la figure 4.2 (a).

2. Nous verrons plus en détail au chapitre 9 que ce désaccord est lié a la dynamique des bulles avec la température,
et le mouvement diffusif des bulles a cause du bain thermique.
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FIGURE 4.2 — Distribution des hauteurs hy, (e, T,t) (en mm) pour un systéme de 128 particules,
et pour trois confinements différents : (a) e = —0.05; (b) e = 0.001 ; (¢) e = +0.05. Les symboles
rouges et cyans correspondent respectivement a des températures de T = 10'° K et T = 10! K.
Les figures en insert permettent de situer € par rapport au cycle d’hystérésis obtenu a trés basse
température, T = 107 K. Dans la figure (b) les cercles ouverts correspondent a un systéme
initialement dans une configuration en ligne et les croiz a un systéme initialement dans une

configuration en bulle.

Pour un confinement tel que la configuration d’équilibre a T" = 0 K est une structure localisée
en bulle, la densité de probabilité correspond a une distribution de Dirac centrée sur la valeur
de 'amplitude maximale de cette forme de bulle. Tandis que pour une température non nulle, la
densité de probabilité se décale légerement vers des valeurs supérieures et est élargie comme pour
la configuration en ligne [voir figure 4.2 (c)]. Cette configuration est cependant tres facilement
distinguable de la configuration en ligne car la valeur la plus probable de h,,(e, 7 > 0) pour la

configuration en bulle reste toujours beaucoup plus grande que celle de la configuration en ligne.

Finalement, pour un confinement e a l'intérieur du cycle d’hystérésis a T' = 0 K, en 'absence
de température, la distribution des h,,(e,T = 0,t) correspond & une fonction § de Dirac centrée
autour de h,, = 0 si le systeme est initialement en ligne, ou centrée autour de h,, > 0 si le systeme
est initialement dans une configuration présentant une bulle. Les distributions de position pour
une température non nulle sont présentées figures 4.2 (b). A basse température (T = 1010 K,
symboles en cyan) telle qu’aucun saut entre les deux configurations n’est observé, le systéme garde
simplement en mémoire sa configuration initiale et explore ’espace des configurations autour d’un
seul attracteur ; selon les conditions initiales, la densité de probabilité est centrée soit autour d’une
faible valeur de h,, pour une configuration en ligne [cercles cyan, figure 4.2 (b)], soit autour d’une
grande valeur de h,, pour une configuration en bulle [croix cyan, figure 4.2 (b)]. A plus haute
température, (T' = 10*! K, symboles rouges) des sauts entre configuration en ligne et configuration
en bulle sont visibles. Dans ce régime de température, la mémoire de la configuration initiale du
systeme est rapidement perdue. La distribution des hauteurs présente alors deux maxima locaux.
Le premier maximum correspond aux fluctuations autour de la configuration en ligne et le second
aux fluctuations autour de la configuration en bulle. Chaque maximum est de largeur finie et il est
possible d’observer le systeme dans un état intermédiaire différent de celui en ligne ou de celui en

structure localisée en bulle.
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4.3 Comportement du systeme en présence de température

4.3.1 Distinction entre régime hystérétique et intermittence

A Tintérieur du cycle d’hystérésis, chacune des configurations du systeme correspond & un mi-
nimum local d’énergie noté Er(€) pour un systeme en ligne et Ep(e) pour un systeme en bulle.
Il est alors possible que les fluctuations thermiques fassent passer le systéme d’une configuration
a autre, par un processus activé thermiquement permettant au systeme de franchir le maximum
d’énergie E)js(e) séparant les deux configurations. Bien entendu la valeur de cette barriere éner-
gétique a franchir n’est pas contenue dans le modele non linéaire décrivant la forme des bulles,
car la connaissance complete du paysage énergétique nécessiterait la résolution des équations du
mouvement pour toutes les particules dans tout ’espace des phases, mais nous verrons section 4.5

qu’il est possible malgré tout de remonter a certaines informations clefs sur le paysage énergétique.

Em
Em
EL
Eg
EL Eg
0 0

FIGURE 4.8 — Représentation schématique du paysage énergélique pour trois confinements €
différents tels que (a) Tr,—p > T, (b) TL—p = Tp—L €t (a) TL—p < Tp—1. Les fleches bleues
et rouges indiquent respectivement les hauteurs de barrieres énergétiques AU _p et AUp_p, et
les fieches cyans et magentas indiquent les directions de sauts respectivement de bulle vers ligne

et tnversement.

On considére tout d’abord un systéme a température nulle et on s’intéresse a 1’évolution de sa
configuration quand e augmente, lorsqu’il est préparé initialement en configuration en ligne a fort
confinement (e < 0). Le systéme reste dans cette configuration tant que I’énergie E7 (€) correspond
a un minimum local. Quand e atteint la valeur seuil e,,(T" = 0), 'énergie Ey(€,p) ne correspond
plus & un minimum local et le maximum Ej(eyp,) existant entre les deux configurations disparait.
Le systeme transite alors vers une configuration présentant une bulle dont I’énergie Ep(eyp) est
plus faible. De maniere similaire, en considérant un systéme initialement en bulle et en diminuant
e on peut définir €qown (7 = 0), pour lequel le systéme passe cette fois-ci de la bulle & la ligne.
Ces deux seuils caractérisent la largeur du cycle d’hystérésis a température nulle comme ey, (7" =
0) — €down(T" = 0).

AT # 0 K, des sauts entre configurations peuvent étre activés thermiquement. Le saut d’une
configuration en ligne vers une configuration en bulle peut étre caractérisé par un temps d’activation
de Kramers 77,_pg(e,T) x exp(AUL_p(e)/kpT) avec AUL_p(e) = En(e) — Er(e), alors que le
saut d’une configuration en bulle vers une configuration en ligne est caractérisé par 75_(¢,T)
exp(AUp_r(€)/kpT) avec AUp_1,(€) = Ep(€)—Ep(€). La probabilité de passer d’une configuration

d’équilibre a ’autre dépend alors a la fois du confinement ¢ et de la température 7.
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A cause de lexistence de ces temps de Kramers, la description du cycle d’hystérésis a tem-
pérature non nulle dépend du temps d’observation, 7ops. Si l'on considere 7., — 00, alors pour
n’importe quelle valeur de € a l'intérieur du cycle d’hystérésis les temps de Kramers sont néces-
sairement plus petits que la durée d’observation et les deux configurations peuvent étre observées,
indépendamment de la configuration initiale du systeme. Il est alors impossible de définir un seuil
de transition entre configurations comme & T = 0 K et le cycle d’hystérésis devient dénué de sens.
De maniere générale quand les temps caractéristiques pour passer d’une configuration a ’autre sont
tous les deux plus petits que 7,pg, les deux configurations peuvent étre vues pendant le temps d’ob-
servation indépendamment de la configuration initiale du systeme. La mémoire de la configuration
du systeme n’est alors pas conservée de telle sorte qu’on ne peut plus définir de cycle d’hystérésis.
On parlera dans ce contexte la de régime d’intermittence. Cependant, en pratique n’importe quelle
observation numérique ou expérimentale implique une durée d’observation 7. finie. Les seuils
d’hystérésis ont alors besoin d’étre redéfinis. On se propose de définir le seuil comme la premiere
valeur de confinement pour laquelle un saut depuis la configuration initiale du systeme vers I’autre
configuration se produit durant le temps d’observation tandis que le saut inverse n’a pas le temps
de se produire. Sous ces conditions on pourra alors observer un cycle d’hystérésis dépendant de la
température, il s’agit donc du régime d’hystérésis.

Finalement pour un temps d’observation 7. fixé, la distinction entre les deux régimes est
simplement pilotée par la température. Il est alors possible de définir une température critique
pour laquelle le temps moyen de saut d’une configuration a I'autre et inversement sont identiques,
cette température est notée T, et elle marque la distinction entre le régime d’hystérésis a basse

température et le régime d’intermittence a haute température.

4.3.2 Evolution des diagrammes d’hystérésis avec la température

Pour un temps d’observation donné 'influence de la température sur le diagramme d’hystérésis
peut étre étudiée en suivant I’évolution de la distribution des hauteurs h,, (¢, T, t) avec le confinement
€ pour différentes températures. La figure 4.4 présente le diagramme d’hystérésis reconstruit a partir
des distributions de hauteurs maximales pour chaque confinement e.

A basse température, ’énergie thermique n’est pas suffisante pour induire des comportements
d’intermittence pendant chaque pas en € de durée 7,ps. Un cycle d’hystérésis est alors encore observé,
et le diagramme de bifurcation n’est que légerement modifié par rapport & celui a 7= 0 K ou & trés
basse température (7' = 10" K). La comparaison entre les diagrammes d’hystérésis & 7 = 10° K
et T = 101 K (respectivement figures 4.4 (a) et 4.4 (b)) montre cependant que I'extension du
cycle d’hystérésis diminue avec la température. Cette diminution sera discutée en détails dans la
section 4.4.

A plus haute température, le comportement d’intermittence modifie largement le diagramme
de transition, comme le montrent les figures 4.4 (c) et (d). Pour de telles températures, des sauts
activés thermiquement d’une configuration en ligne vers une configuration en bulle et inversement
se produisent pour des confinements eqown (7' = 0) < € < €,p(7" = 0). Comme on le voit pour les
températures 7 = 101! K et T = 2 x 10! K, le systeme perd la mémoire de son état initial & e

constant et on n’observe plus de cycle d’hystérésis.
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FIGURE 4.4 — Diagrammes d’hystérésis reconstruits a partir des distributions de hauteurs

hin (e, T,t), pour différentes températures T = 10° K (a), T = 10'° K (b), T = 10" K (¢)
et T =2 x 10'* K (d). Les courbes en traits plein rouges correspondent au cycle d’hystérésis
obtenu a trés faible température T = 107 K. Les distributions de hauteurs sont représentées en
échelles de bleus sur la droite pour chaque €. Pour T = 10° K et T = 10'° K le systéme garde
en mémoire sa condition initiale et le sens d’évolution de € correspond aux fleches rouges. Pour
T =10" K et T =2 x 10! K le systéme perd toute mémoire de ses conditions initiales et le

diagramme ne dépend plus du sens d’évolution du confinement e.

Qualitativement ces diagrammes d’hystérésis s’interpretent a partir d’'un modele décrit unique-
ment & partir des termes homogenes de la forme normale équation (3.25). Dans ce modele, I’énergie

du systeme s’écrit :

a3(2_a)h4+ as

h6
2 4 6

(4.1)
avec € pour parametre de controle et h pour observable®. La boucle d’hystérésis & température
nulle est alors simplement caractérisée par ’existence de deux minima locaux d’énergie, un pour
h =0 d’énergie Ey(€) et un pour h # 0 d’énergie Ej (¢).

3. Bzz et les a; sont des constantes positives correspondant aux coefficients de la forme normale (3.25), notons
que le coefficient du terme proportionnel & h* est bien négatif puisque pour des interactions entre particules & courte

portée (2 — ) < 0, voir section 3.4.4.
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A température non nulle I’agitation thermique permet au systeme d’explorer le paysage énergé-
tique au voisinage des minima. L’élargissement de la distribution des hauteurs maximales h,, (¢, T, t)
résulte de cette exploration. Nous ne connaissons pas le paysage énergétique complet du sys-
teme, toutefois nous pouvons tout de méme avoir une estimation sommaire de la distribution des
hm(€,T,t) au voisinage de Ep(€) et Ep(e).

L’élargissement des valeurs de hauteurs de la distribution peut étre assimilée a I’extension de h
atteinte par le systéeme grace aux fluctuations thermiques. On extrait alors numériquement la valeur
de h satisfaisant F(e, h) = Ey(€)+kpT et qui est la plus proche de la solution h(T = 0) = 0 et celles
satisfaisant E(e,h) = Ei(e) + kT et qui sont les plus proches de la solution h(T" = 0) # 0. Ces
valeurs définissent I’extension maximale des valeurs pouvant étre prises par h lorsque la température
est non nulle. Les domaines ainsi explorés par le parametre h sont présentés figure 4.5, pour un
systéeme dans lequel un cycle d’hystérésis est observable, basses températures [figure 4.5 (a)], et
pour un systéme présentant un régime d’intermittence, hautes températures [figure 4.5 (b)]. Ces
diagrammes présentent des comportements comparables a ceux obtenus par simulation pour des

configurations inhomogenes plus complexes [voir figure 4.4].

62 €q Eup € 62 €Eup Ed €,

FIGURE 4.5 — Estimation qualitative de linfluence de la température sur le diagramme de
transition. Pour chaque confinement € la largeur de la zone ombrée en rouge décrit le domaine
de valeurs de h que le systeme peut visiter. Les traits noirs plein correspondent aux équilibres
stables et les traits tirets noirs aux équilibres instables. Les fleches noires décrivent le cycle
d’hystérésis a T =0 K. (a) : A basse température, les deux régions thermiquement explorées
par le systéme autour des états d’équilibre stable sont toujours distinctes et un cycle d’hysté-
résis reste descriptible comme le montrent les fleches rouges. Cette figure est a comparer auz
figures 4.4 (a) et (b). (b) : A haute température, les deuz régions explorées thermiquement
fusionnent et le cycle d’hystérésis est alors complétement flouté. Cette seconde figure est a

comparer auz figures 4.4 (c) et (d).
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4.4 Régime d’hystérésis : évolution des seuils d’hystérésis (7' < T¢)

Examinons maintenant plus en détails I'influence du bruit thermique sur les seuils d’hystéré-
sis déterminés pour un temps d’observation 7, donné durant lequel le confinement € est gardé
constant.

A température nulle les seuils eqown (7" = 0) et eup(T" = 0) dépendent uniquement de la stabi-
lité des configurations d’équilibre. A température non nulle, les seuils €down (T, Tobs) €t €up(T, Tobs)
dépendent de la température mais aussi du temps d’observation considéré.

Nous considérons dans un premier temps un systéme initialement dans une configuration linéaire
et nous augmentons € par pas successifs de durée 7,s. Pour le i®™¢ pas, € = ¢;, le systéme reste en
configuration en ligne tant que le temps de Kramers 77,_p(€;,T) > Tops puisque la configuration
initiale a I’étape (i — 1) est en ligne et le temps 7ops est insuffisant pour observer une transition
vers la configuration en bulle. Cette transition ne sera possible dans notre systéme que lorsque
Tr—B(€,T) ~ Tops, la probabilité d’observer un saut vers une configuration en bulle en un temps 7,ps
étant alors plus probable. Une fois la transition réalisée, le systeme restera dans une configuration
en bulle uniquement si 7p_1,(€;, T') > Tobs, dans le cas contraire, il aura la possibilité de revenir dans
la configuration en ligne. Ces deux conditions nous permettent donc de définir un seuil d’hystérésis
up(T', Tobs) & température non nulle, ce seuil est défini par 77— p(eup,T) ~ Tobs €t & condition
que 7B_r(€up,T) > Tobs, pour la température T' considérée. Notons que puisque 77_p(e,T) o
exp(AUr_p(e)/kpT) décroit avec la température, la condition 77, (T, €up) ~ Tobs implique que
€up (T, Tobs) soit une fonction décroissante de la température. De la méme fagon en suivant 1’évolution
d’un systéme initialement dans une configuration en bulle avec cette fois-ci un confinement e qui
diminue, on peut définir le seuil €qown(T, Tobs) (avec pour conditions 7p_r1(€downsT) ~ Tobs €t

Tr,—B(€downs I') > Topbs). Contrairement au cas précédent €qown (7', Tobs) est une fonction croissante
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FIGURE 4.6 — Ewvolution des seuils d’hystérésis eup (T, Tobs) (points bleus) et €aown (T, Tobs)

(carrés rouges) avec la température.

La figure 4.6 représente €qown (T, Tobs) €t €up(T, Tobs) en fonction de T' obtenus a partir des
données de simulation. Les évolutions de €qown (T, Tobs) €t €up(T, Tobs) avec la température sont en
accord avec la discussion précédente. L’extension du cycle hystérésis; eup (T, Tobs) — €down (T, Tobs):

finit par s’annuler pour une température critique T, (7ops)-
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Cette température peut étre définie par 77— g(€down, I¢) ~ TB—L(€ups I¢) ~ Tobs- Comme on I'a vu
cette température marque la fin de la possibilité de définir un cycle d’hystérésis, elle correspond donc
a la température distinguant le régime d’hystérésis (2 basse température) du régime d’intermittence
(2 haute température).

On cherche comme précédemment a comprendre qualitativement la variation de T, avec Tops.
Comme nous 'avons déja discuté, pour un temps d’observation infini le systéeme se trouve nécessai-
rement dans le régime d’intermittence, de telle sorte qu’aucun cycle d’hystérésis ne peut étre défini
a température non nulle et on peut considérer que T.(7ops — 00) — 0. Pour comprendre 1’évolu-
tion de T, (7ops) pour des temps d’observation finis, on s’intéresse a ’évolution de €qown (7, Tobs) €t

€up (T, Tobs) & partir du jeu d’équation suivant :

ksTln (b) — AU p(ewy), (42)
70
k:BTln <Tobs> = AUB—L(edown)7 (43)
70

ou pour simplifier le temps caractéristique 7y introduit par Kramers [107] est considéré indépendant
de I’évolution du confinement e.

Ces équations sont uniquement formelles car nous ne connaissons pas la barriere d’énergie a
franchir. Cependant comme précédemment, nous pouvons obtenir une interprétation qualitative en
considérant I’énergie du systéme décrite par I’équation (4.1). La figure 4.7 montre les évolutions
de eup (T, Tobs) €t €down (T, Tobs) calculées pour trois rapports différents de 7,hs/70. Ces courbes sont
obtenues en résolvant directement les équations (4.2) et (4.3) ou les hauteurs de barrieres énergé-
tiques inconnues AU _p et AUp_1, ont été estimées a 1'aide de I’équation (4.1). Nous retrouvons
qualitativement le comportement des fonctions €qown (1, Tobs) €t €up (T, Tobs) mesurées sur les simu-
lations [voir figure 4.6]. Ces résultats sont de plus cohérents avec les simulations présentées par

Agez et al. [4] dans leur figure 15.
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FIGURE 4.7 - Evolution qualitative attendue pour les seuils d’hystérésis ey (T, Tobs) (cyan) et
€down (T, Tobs) (Touge) en fonction de la température et pour trois temps d’observation différents
Tobs/To = 0.5 (trait tiret), Tons/To = 1 (trait plein) et Tons/To = 4 (trait pointillé). La température
critique Te(Tobs) décroit lorsque Tobs augmente. Le confinement ey correspond au point de

Mazwell pour lequel les deux états stables ont la méme énergie.
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Le croisement des courbes de €qown (T, Tobs) €t €up (T, Tobs) a lieu par définition a la température
T = T.(7obs)- 11 se situe nécessairement a un confinement € = €y, indépendant de 7ops et de T car
cette valeur particuliere ;s est définie comme le confinement pour lequel les barrieres énergétiques

pour passer d'un état a ’autre sont identiques, telles que :
AUL_p(en) = AUp—r(enmr), (4.4)

Cette valeur est appelée point de Mazwell. Remarquons que cette équation et par conséquent la
valeur de €j; est indépendante de la température. La figure 4.6 nous permet d’estimer la valeur de
en =0+ 0.01.

4.5 Régime d’intermittence et paysage énergétique (T > T¢)

On s’intéresse maintenant au régime d’intermittence. Nous montrerons dans cette section que
malgré les fluctuations induites par 'agitation thermique, il est possible de tirer partie des nom-
breuses transitions entre configurations permises dans ce régime pour déterminer les caractéristiques
importantes du paysage énergétique du systeme (point de Maxwell et hauteurs de barrieres éner-

gétiques).

4.5.1 Temps de résidence et paysage énergétique

Lorsque la température est supérieure a T, (7ops), le régime d’intermittence est atteint des que
TB-1(6,T) < Tops €t T—p(€,T) < Tops- Un exemple de comportement d’intermittence est présenté
figure 4.8 olt on observe 1’évolution typique de la hauteur maximale dans le systeme h,, (e, T,t) en
fonction du temps. Le systéme reste pendant un certain temps dans une des deux configurations
avant de sauter rapidement vers I'autre. On peut alors définir le temps 71 passé par le systeme
dans la configuration en ligne et de maniere complémentaire le temps 75 passé dans la configura-
tion en bulle. La distribution de ces temps de résidence dans chaque configuration est présentée
figures 4.9 (a) et (b).

A partir de ces distributions, il est possible d’extraire les temps moyens (r7) et (r5) . Pour
vérifier la pertinence de ces temps, il est possible de comparer leurs distributions obtenues a partir
des simulations & la distribution de Poisson homogene attendue pour un tel processus : P(7) =
e~/ /(1) °. Les figures 4.9 (a) et (b) montrent un trés bon accord.

La connaissance de ces temps moyens de résidence fournit beaucoup d’informations sur le sys-
teme. De maniere évidente, ils indiquent la configuration la plus probable pour le systeme, ce
qui ne peut pas étre déduit directement du diagramme de transition flouté a haute température
[voir, figure 4.4 (c) et (d)]. De plus, ’évolution de ces temps de résidence avec le confinement e
nous offre une autre méthode pour déterminer le point de Maxwell qui ne peut pas étre obtenu
directement & partir du diagramme d’hystérésis et pour lequel on s’attend a avoir (r7) = (7p).

La figure 4.9 (c) montre I’évolution des temps de résidence moyens (77.) et (75) en fonction de e

4. On remarque que pour une température et un confinement donnés, ces temps de résidence moyens correspondent
par définition & : () = 7o—B et (TB) = TB—1L

5. Cette distribution décrit la probabilité de mesurer des temps de résidence tirés aléatoirement et de faible
probabilité [107].
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FIGURE 4.8 — Hauteur maximale instantanée hy, (e, T,t) (en mm) en fonction du tempst (en
s) pour € = 0.005 et T = 8.10'° K. Les traits noirs pleins indiquent la hauteur maximale
température nulle hy,(€,0,t) a la fois pour la ligne et pour la bulle. Les traits noirs en tirets
indiquent la hauteur mazimale moyennée dans le temps hpy,(¢,T) a la fois pour la configuration
en ligne et en bulle ¢ T = 8.10'° K.

pour une température de T = 8.10'% K. Les deux temps de résidence sont égaux pour un confine-
ment €;; = 0.003 £ 0.004, ce qui est en tres bon accord avec I'estimation précédente déduite de la

fermeture du cycle d’hystérésis avec la température [voir figure 4.6].
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FIGURE 4.9 - (a) Distribution P(71) des temps de résidence 11, (en s) dans une configuration en
ligne. (b) Distribution P(1p) des temps de résidence T (en s) dans une configuration en bulle.
Dans les deuz cas, le confinement correspond a € = 0.0 et une température de T = 8.10'° K. La
courbe en tirets rouges correspond & une distribution de Poisson P(1) = e~7/{7) /(1) déterminée
grdce au temps de résidence moyen (T) calculé a partir des mesures et indiqué en tirets noirs.
(¢) Evolution des temps de résidence moyens (11) (points bleus) et () (carrés rouges) en
fonction de € pour T = 8.10'0 K. Le croisement de ces temps définit le point de Mazwell €y,

noté par la ligne verticale.

Par ailleurs, les hauteurs de barrieres énergétiques AUL_p(€) et AUp_r(€) pour un confinement
€ donné peuvent étre déterminées a partir de I’évolution des temps de résidence avec la tempéra-
ture. La premiere étape est donc de déterminer I’évolution des temps de résidence moyens avec la
température pour € fixé comme présenté figure 4.10. Ensuite on note que les données mesurées sur
les simulations sont tres bien décrites par une loi de Kramers [75], ce qui nous donne une estimation
fiable des hauteurs de barrieres AUL_p(€e) et AUp_r(€) pour un confinement e donné.

Lorsque l'on répete ce processus pour différentes valeurs e, il est possible d’obtenir I’évolution

des hauteurs de barrieres avec le confinement, comme le montre la figure 4.11. Comme attendu,
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FIGURE 4.10 — (a) Evolution du temps moyen de résidence (11 (en s) dans la configuration
en ligne en fonction de la température (en 10'° K), pour e = —0.01. (b) Evolution du temps
moyen de résidence (1) (en s) dans la configuration en bulle en fonction de la température
(en 10'° K), pour e = —0.01. Les points rouges correspondent aux données de simulation et la

courbe bleue a un ajustement de la loi de Kramers.

I’évolution des hauteurs de barriéres est monotone avec le confinement e, AUy, _p(€) étant décrois-
sante et AUp_r(€) croissante. On remarquera que les hauteurs de barriere ainsi obtenues sont
indépendantes comme il se doit de la température et du temps d’observation. Le croisement des
deux courbes, pour lequel les deux barrieres sont égales, nous offre une troisieme maniere de me-
surer le point de Maxwell ey, [voir équation (4.4)]. La valeur estimée a partir de la figure 4.11 est

ep = 0.007 £ 0.004. Ces trois estimations de e€js sont cohérentes.

4.5.2 Reconstruction du cycle d’hystérésis a T=0 K

Il est également possible de retrouver les seuils du cycle d’hystérésis a température nulle & partir

de données obtenues sur un systeme a température non nulle dans le régime d’intermittence.
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FIGURE 4.11 — (a) Evolution des hauteurs de barriéres énergétiques (en 10712 J) en fonction
du confinement €, en points bleus pour la transition de la ligne vers la bulle, AU _pg(€), et en
carrés rouges pour la transition de la bulle vers la ligne. (b) La courbe pleine rouge correspond
au cycle d’hystérésis obtenu a trés basse température (T = 107 K) et les traits en tirets bleus
sont déterminés a partir de Uextrapolation des hauteurs de barriéres énergétiques (voir détails

dans le texte). La zone colorée bleue correspond d une estimation de lincertitude.

Comme le montre la figure 4.11 (a), ’évolution des hauteurs de barrieres énergétiques est presque
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linéaire en fonction du confinement €. Il est donc possible d’extrapoler les données pour estimer
les valeurs de €,p(T" = 0) et €qown(T" = 0) pour lesquelles les barrieres AUr_p(€) et AUp—_p,(€)
s’annulent. Ces valeurs correspondent par définition aux seuils du cycle d’hystérésis a T' = 0 K. De
plus la branche supérieure du cycle d’hystérésis est relativement bien retrouvée en considérant la
valeur du maximum des distributions de hauteur maximale. Et la branche du bas correspond au
zero par définition de la configuration en ligne. La figure 4.11 (b) montre le bon accord entre le
cycle d’hystérésis obtenu a température nulle et celui reconstruit a partir de la méthode que nous

venons de décrire.
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FIGURE 4.12 — (a) Représentation schématique du paysage énergétique pour un confinement
e donné. Les fleches indiquent les hauteurs de barriéres énergétiques AUy_p et AUg_y,. (b)
Valeurs de Uénergie En (en 1072 nJ) en fonction de € [voir équation (4.5)]. Les points bleus
correspondent a la reconstruction o partir des mesures de la barriere énergétique AU _p et de
l’énergie de la ligne, et les carrés rouges correspondent a la reconstruction a partir de la barriére
AUp_ et de Uénergie de la configuration en bulle. L’origine des énergies est ’énergie de la

configuration en ligne, Er .

Pour conclure cette discussion, nous nous intéresserons a la détermination du maximum local
d’énergie F)/(¢€) par lequel le systeme transite pour passer d’une configuration a 'autre. La méthode
utilisée est illustrée schématiquement figure 4.12 (a). On note tout d’abord que les énergies des
configurations en ligne E7 (€) et en bulle Ep(€) peuvent étre calculées a partir des configurations
d’équilibre obtenues par simulation. Par ailleurs Ejs(€) est la valeur d’énergie minimale que le
systeme doit dépenser pour pouvoir changer de configuration. Si ni la valeur de Ejps(e), ni la

configuration correspondante ne sont connues, il est toutefois possible d’écrire :
EM(E) :EL(E)—FAUL,B(E) :EB(E)—{—AUB,L(E). (4.5)

Ces deux sommes sont présentées figure 4.12 (b) et elles sont en trés bon accord, notemment
si on considere les tres faibles valeurs des hauteurs de barriéres par rapport aux énergies des
configurations, de 'ordre de 15 nJ. Ce bon accord confirme la validité de notre analyse des temps de
résidence comme des temps de Kramers. On peut donc souligner I’apport majeur de I’analyse des
temps de résidence qui permet d’obtenir un grand nombre d’informations non triviales concernant

le paysage énergétique d’un probleme complexe©.

6. La procédure que l'on vient de décrire pour déterminer les hauteurs de barriere du paysage énergétique est
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes concentrés sur I'influence de la température sur la bifurcation
fourche sous-critique observée lorsque le confinement transverse de la chaine de particule varie. Nous
avons montré que les structures localisées en forme de bulle restent stables sur une large gamme de
température.

En I’absence de température nous avions observé au chapitre précédent que la transition entre
une configuration en ligne et une configuration en bulle présentait un comportement hystérétique.
Nous avons étudié dans ce chapitre l'influence de la température sur ce cycle d’hystérésis. Sa
description est plus difficile a température non nulle car des sauts entre les deux configurations
d’équilibre peuvent étre thermiquement induits. Nous avons montré qu’il était alors nécessaire de
comparer les temps caractéristiques associés & ces sauts, 7_p(€,T) et 7p_r (¢, T) définis comme
des temps de Kramers, avec la durée d’observation du systeme, 7,,5. La dépendance des temps de
saut en température permet de définir deux régimes distincts séparés par la température critique
T.(Tobs) telle que 11,_p(e,T,) ~ Tp—1(€,T;) ~ Tops. Pour T' < T (7ops) la durée de I'observation est
suffisamment courte pour que le systéme garde en mémoire la configuration dans laquelle il est,
de telle sorte qu’il ne change pas de configuration pendant une observation a e constant. Dans ce
régime hystérétique, un cycle d’hystérésis est observé avec cependant une extension diminuant a
mesure que la température s’approche de T(7ops). Pour T' > T¢(7ops) la mémoire de la configuration
dans laquelle le systéme se trouve est perdue a cause des sauts entre configurations en ligne et en
bulle ayant lieu pendant le temps d’observation 7.,s. Dans ce régime d’intermittence on ne peut
plus observer de cycle d’hystérésis bien défini. Cependant, ce régime permet I’étude des temps
moyens de résidence dans chacune des configurations, ce qui nous offre 'opportunité de déterminer
précisément les hauteurs de barrieres dans le paysage énergétique du systeme, et de reconstruire,
a partir de ces hauteurs de barrieres mesurées a haute température, le diagramme d’hystérésis du

systeme a tres faible température.

bien adaptée pour des systémes soumis & une température élevée, présentant alors une évolution monotone des
temps de résidence. En revanche a plus faible température des comportements plus complexes non monotones des
temps de résidence en fonction de la température peuvent étre attendus, notamment au travers du phénomene de

« noise-enhanced stability » [6, 102, 51].
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5.1 Introduction

Comme nous venons de le voir, les systemes de particules en interaction répulsive confinées
dans une géométrie quasi-unidimensionnelle peuvent présenter des configurations d’équilibre non
triviales lorsque les interactions entre particules sont de courte portée et que les conditions aux

bords sont périodiques.

Nous allons voir dans ce chapitre qu’il est possible de les déterminer en trouvant des solutions
stationnaires aux équations de la forme normale obtenue dans le modele non linéaire décrit dans le

chapitre 3 et qu’elles sont bien comparables aux configurations observées en simulation.

Dans la section 5.2 nous présenterons ces solutions stationnaires expliquant les formes en bulle
et en zigzag modulé d’un systeme infini. Puis dans la section 5.3 nous prendrons en compte les
effets de taille finie et nous comparerons quantitativement les configurations en zigzag inhomogenes
observées en simulation & celles calculées par la forme normale, & la fois pour les configurations en

bulle et pour les configurations en zigzag modulé. Enfin nous nous intéresserons a 1’énergie associée

87
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aux configurations prises par le systeme, nous montrerons que la configuration en bulle peut étre
moins énergétique que la configuration en zigzag (section 5.4).
Ces résultats ont été publiés dans un article, Subcriticallity of the zigzag transition : A nonlinear

bifurcation analysis, Phys. Rev. E [37].

5.2 Configurations stationnaires en systeme infini

A partir d’'un développement non linéaire couplant les champs de déplacement longitudinaux et
transverses on a pu déterminer la forme normale de la bifurcation [voir équation (3.25)]. Nous nous
intéresserons ici uniquement aux solutions stationnaires inhomogenes, c’est a dire aux solutions
dont les champs de déplacement varient en espace '.

Ces solutions stationnaires de la forme normale satisfont ’équation (3.25) avec hy = 0 et donc

sont solutions de :

d d |1 1 1
W —eBzzh* — ~a3(2 — a)ht — 6a5h6 . (5.1)

her = =45 = " an |2 y

Pour en chercher les solutions, on peut observer que cette équation est similaire a 1’équation de
mouvement conservative d’une particule fictive de masse 'unité dans un potentiel W (h), avec la

variable x jouant le réle du temps [70].

Les extrema de ce potentiel W (h) et leurs conditions de stabilité s’écrivent directement :

h=0,
h2 N —a3(2 — a) 1 1 46522@5
il R TR sl
2%; 32— a) 52)
—a3(2 — «) 4eBzzas
pt = BT [y gy SP22%
+ 2a5 ( T a3(2 — a)?
Les extrema £h_ existent si €coex = —a§(2 — oz)Z/(46ﬁZZa5) < € <0, tandis que les extrema +h

sont définis pour €qoex < €. L’analyse de stabilité linéaire est directe, et on trouve que les solutions

+h_ sont instables alors que les solutions +h, sont stables.

Pour €coex < € < 0 plusieurs solutions inhomogenes h, # 0 existent. Elles peuvent étre décrites
a ’aide des figures 5.1, 5.2 et 5.4 présentant I’évolution de W (h) en fonction de h pour trois valeurs
de confinement e caractéristiques différentes. Quelle que soit la valeur de ¢, on a W (h =0) =0 et
lorsque €coex < € < 0, cette valeur correspond & un maximum local de W (h). Une configuration
en ligne (h = 0) correspond alors & une solution stable de ’équation (3.25). La solution instable
homogene h_ correspond, dans l’analogie mécanique, & un minimum local de W (h), et la solution
homogene stable hy correspond a un maximum local. Une configuration inhomogene est alors

définie, dans I'analogie mécanique, par son « énergie » Wy qui est une grandeur conservée.

1. Le cas des solutions homogenes a déja été discuté dans la section 3.4, ou nous avons montré que si 'on se

restreint a la recherche de solutions homogenes la bifurcation fourche est toujours surcritique.
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5.2.1 Solutions « Parois »

La configuration inhomogene la plus simple a calculer correspond a la solution « paroi ». Cette
solution relie un état homogene non bifurqué pour lequel A = 0 & un état homogene bifurqué h = h,
ou h; est donné par I’équation (5.2). Une condition nécessaire pour obtenir cette coexistence est
donc que W(hy) = W(0) = 0. Une seule valeur de confinement epar0i rend cette solution possible

[voir figure 5.3 (a)], elle est donnée par :

3a3(a — 2)? 3asz(a —2)
€paroi = — ., hparoi = h—l—(eparoi) - - - (53)
16522(15 4&5
0 (b)
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FIGURE 5.1 — (a) : Evolution du potentiel sans dimension W (h), équation (5.1), en fonction de
la hauteur adimensionnée du zigzag h. Les positions du minimum local h— et du mazimum hy
local sont précisées sur la figure. La courbe est réalisée pour la valeur spécifique € = €paroi, telle
que W(hy) =W(0) =0. (b) : Représentation dans l’espace des phases {h,h,} des trajectoires
correspondant aux solutions parois en bleu. Ces trajectoires relient deux points fives de l’espace
des phases {0,0} et {hparoi;0}. (¢) : Evolution de la hauteur h (en mm) en fonction de la
position x (en mm) pour une configuration paroi reliant une solution h = 0 pour x — —oo a
une solution h = hparei pour  — +o00. (d) : Ewvolution de la phase ¢ (en mm) en fonction de

la position x (en mm) pour la configuration paroi présentée en (b).

En transposant I’analogie mécanique a notre systeme, on trouve que h — 0 pour x — —oo et
h — hparoi POUur * — 400, ce qui justifie le nom de cette structure comme paroi. La « trajectoire »
dans l'espace des phase correspondant a cette solution est représentée figure 5.3 (b), elle relie les
deux points fixe {0,0} et {Aparoi, 0} entre eux. A partir des deux racines de W (h), on peut re-écrire
W (h) sous une forme particulierement simple :

Wparoi(h) = _%h2(h2 - h2)2- (54)

6 paroi
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La fonction Wyarei(h) est représentée figure 5.1. En intégrant directement ’équation (5.1) on

obtient la forme de la solution paroi comme :

z —2
= hparoi exp(r3) avec = QM, (5.5)

1+ exp(267) 4 Jas

ou on a rétabli les unités physiques du probleme, et on a choisi pour la position de la paroi la

ha)
d

coordonnée x = 0.
En connaissant I'expression de h(x), on détermine la déviation longitudinale ¢(z) apres intégra-

tion a l'aide de I’équation (3.23), et on trouve :

o) o, log (1+exp(2x%)) .

(5.6)

(8% .
d paroi 2%

Une seule configuration paroi ne peut bien entendu pas étre observée dans des systemes cycliques
car cette configuration brise la condition de périodicité. Cette solution ne constitue donc pas une

solution possible pour les systemes cycliques considérés.

5.2.2 Solutions « Bulles »

Une seconde configuration inhomogene solution de I’équation (5.1) correspond & une solution
localisée. Lorsque €paroi < € < 0, le maximum de W (h) est strictement positif, comme l'illustre la
figure 5.2 (a). On peut alors considérer la « trajectoire » correspondant & une énergie constante
W (h = 0) = Wy = 0. Dans ce cas, la trajectoire de la particule fictive est homocline, elle relie le
point fixe {0,0} & lui méme [voir figure 5.2 (b)]. La particule fictive met un « temps » infini pour
partir de sa position d’équilibre instable h = 0 et atteindre la valeur maximale de hauteur possible
hpulle telle que W (hpye) = 0, puis elle met un « temps » infini pour revenir & sa position initiale
h = 0. Dans le cadre de la transition zigzag, cette structure correspond a une configuration zigzag
localisée de hauteur hy,e entourée par des particules alignées avec des hauteurs h(x — +00) — 0.
Cette configuration correspond donc a ce qu’on a appelé et décrit comme une bulle dans les chapitres
précédents.

La hauteur maximale de la bulle hpyye est solution de W (hpye) = 0. Les racines non nulles

correspondant a cette équation sont :

hgi:w<1i\/1+wﬂ>, (5.7)

4as 3a3(a — 2)?

On a hy_ < hpy, Iégalité correspondant a la configuration en paroi. La hauteur maximale de la
bulle est alors hpyye = hp—, comme lillustre la figure 5.2 (a).

Dans cette configuration 14, le potentiel W (h) peut se réécrire :
as
Whulle(h) = % (B = hi_) (b, = h?). (5.8)

Il est directement possible d’intégrer 1’équation (5.1) pour ce potentiel, on trouve alors :

i) = o avec 0 < x =

d \/(1—X2)cosh2(\/—eﬁzzg)—|—X2

>

b—
b

<1, (5.9)

>
F
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FIGURE 5.2 — (a) : Evolution du potentiel sans dimension W (h) pour eyan < € < 0 [voir
équation (5.1)], en fonction de la hauteur adimensionnée du zigzag h. La ligne W (h) = 0 définit
une bulle de hauteur mazimale hyyne. (b) : Représentation dans lespace des phases {h, h,} de la
trajectoire correspondant a la solution bulle en vert. Cette trajectoire est homocline, elle relie le
point fize {0,0} & lui méme. (¢) : Evolution de la hauteur h (en mm,) en fonction de la position
x (en mm) pour une solution localisée bulle avec pour hauteur mazimale h = hpye pour x = 0.
(d) : Evolution de la phase ¢ (en mm) en fonction de la position = (en mm) pour la solution

bulle présentée en (b).

En reportant cette expression dans 1’équation (3.23), on trouve en intégrant :
(b(x) hbJrhb,
—— = —a————=arctanh [X tanh <\/—ﬂZZex)] . (5.10)
d V—=PBzz¢

Il est important pour la suite de s’intéresser au comportement limite des champs de déplacement

correspondant & cette solution en bulle. On obtient directement & partir de I’équation (5.9) que pour
2 — +00 on a h(x) ~ H exp(F/—Bzz€ ) avec :
~ 2h_
H=—.
V1= x2

De maniere plus générale ce comportement est caractéristique des ondes solitaires [46] et sera un

(5.11)

point essentiel dans le calcul de 'interaction entre bulles présenté section 7.2.2.

Lorsque € = €paroi il est facile de voir que \/—€Bzz — K, ce qui signifie que la variation spatiale de
la hauteur de la bulle devient égale a celle de la configuration paroi. Dans cette limite, la hauteur
maximale de la bulle devient indépendante de €, mais la bulle devient de plus en plus plate et

élargie 2. Un exemple de telle configuration est présenté dans le deuxiéme graphique figure 5.7.

2. Plus spécifiquement, si I'on prend € = €paroi(1 — 6%) avec A < 1, on trouve que h(x) =~ dhy_, au premier ordre
en A, six € [-dInA/k,dIn A/K]
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€coex  Eparoi 0

FIGURE 5.8 — Hauteur h d’une configuration zigzag homogéne en fonction de l’écart au seuil
€. Les lignes pleines rouges correspondent auz extrema stables h = 0 et h = hy de W(h). Les
lignes pointillés rouges sont les extrema instables h = h_ de W (h) [voir équation (5.2)]. La ligne
notre correspond & la hauteur mazimale des solutions bulles h = hpune [voir équation (5.7)].

L’intersection des lignes hyune et hy correspond a une solution paroti indiquée par le point noir.

La figure 5.3 récapitule les domaines d’existence des deux solutions que nous venons de décrire.
Celui de la solution bulle est représenté par I’évolution de la hauteur maximale de la bulle en
fonction de € en noir, cette solution existe pour des confinements tels que €paroi < € < 0. Dans la
limite oll € = €paroi la solution en bulle tend vers la solution paroi qui est représentée ici par un

point noir.

5.2.3 Solutions « Zigzag modulés »

La derniere solution inhomogene a laquelle nous allons nous intéresser correspond & une modu-
lation non linéaire de la configuration zigzag. Comme on ’a dit le minimum de W (h) correspond a
Pextremum instable +h_ [voir équation (5.2)]. Sil’on considére maintenant une constante Wy né-
gative telle que 0 > Wy > W (xh_), "équation W (h) = Wy admet trois racines réelles et positives
h1 < hs < hg, définies figure 5.4. Dans le cadre de ’analogie mécanique, cela correspond a une
oscillation non linéaire périodique autour de £h_ [voir courbe rouge figure 5.4 (b)], et cela décrit
une modulation non linéaire de la configuration zigzag. La valeur de hauteur minimale est donnée
par hi et la valeur maximale par hs.

Il est important de noter que dans cette analyse il existe une inconnue de plus qui correspond a
Wy. Les racines h; correspondent alors a des expressions compliquées de € et Wy, mais deux d’entre
elles peuvent étre facilement exprimées en fonction de la troisieme, avec hy = hy,— et hy = hp,y,

N

ou :

hm:l: =

3az(a—2) h2 + \/(h% _ Bag(a— 2))2 .y <h‘21 _ 3az(a _2)h§ B 36,822)
2

1
2 2as5 2as5 as as

(5.12)
Cette écriture va s’avérer trés pratique pour notre analyse, car elle permet de remplacer I'inconnue
Wy par hs qui correspond & la hauteur maximale de la modulation, grandeur qui peut étre facilement

mesurée directement sur les configurations.
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FIGURE 5.4 — (a) : Evolution du potentiel sans dimension W (h) pour ey < € < 0, équa-
tion (5.1), en fonction de la hauteur adimensionnée du zigzag h. La ligne droite d’ordonnée
Wy définit une modulation non linéaire entre la hauteur minimum hy et la hauteur maximum
ha. (b) : Représentation dans l'espace des phases {h,h,} de la trajectoire correspondant a une
solution zigzag modulé, en rouge. La trajectoire du zigzag modulé est un cycle périodique. Pour
repére la trajectoire de la solution bulle a été représentée en trait vert hachuré. (c) : Evolution
de la hauteur h (en mm) en fonction de la position x (en mm) pour une solution modulée, la
modulation non linéaire reliant des solutions de hauteur minimale h = hy et de hauteur maxi-
male h = hy. (d) : Evolution de la phase ¢ (en mm,) en fonction de la position x (en mm,) pour
la solution bulle présentée en (b).

A partir des trois racines, hy < hy < hg, de ’équation W (h) = Wy on peut écrire :
a
Wo =W (h) = 2 (1* = h)(h* — B3)(h* — h3). (5.13)

Avec l'aide des références [61, 109] on peut montrer que les configurations modulées peuvent s’ex-

primer en terme de fonctions elliptiques de Jacobi, comme :

h(m) o h1h2
d - ~ ~ I
\/hg cn2 <m IZIX(Q)’Q> + h2 sn? <m IZIX(Q)’Q>
ou K(.) est l'intégrale elliptique complete de premieére espece, et ou :

A= [z - p2yp2] _ havhs — b 5.15
= |(h3 — h1)h3 ;. Q= " (5.15)

(5.14)

Le champs de déplacement longitudinal est lui décrit par :

o) _ _oprm (1 L <%Q> ’Q> \/ = (%IA((Q)’Q) (5.16)

d 2 dA ’
2 1-Q sn2 (JC—ZIK(Q)’Q)
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La solution présentée équation (5.14) est telle que la hauteur maximale correspond a la position
x =0, et la longueur 2AK(Q) est la longueur d’onde de la modulation spatiale. La configuration
modulée du zigzag est donc completement déterminée a partir des deux parametres € et hy ce qui
est particulierement bien adapté pour la comparaison avec les structures observées, comme nous

allons le voir sous-section 5.3.2.

5.3 Solution pour les systemes ayant un nombre fini de particules

Nous venons d’établir ’existence de différentes solutions stationnaires localisées ou modulées aux
équations de la dynamique dans la limite des systémes infinis retrouvant ainsi les topologies des
configurations observées [voir figure 3.1]. Cependant, les réalisations expérimentales et numériques
de tels systemes sont nécessairement faites pour des systemes finis. De plus, comme on I’a vu, il est
nécessaire que le systeme présente un mode de phase lié & une invariance par translation ou par
rotation pour que ces solutions localisées soient possible. C’est pourquoi nous allons nous concentrer
ici sur des systemes cycliques avec un nombre fini de particules, tels que la période de la cellule
vaut L.

Par ailleurs, dans les simulations une difficulté majeure reste en suspens car les configurations
inhomogenes sont observées lorsque la raideur Bgimu du potentiel de confinement est telle que
Bsimu < Bzz(d). Ceci correspond & une valeur positive du parametre €gn, défini comme Sgimy =
Bz2(d)(1—€simu ), ce qui semble en désaccord avec le modele non linéaire que ’on vient de développer.
En effet les configurations inhomogenes prédites par la forme normale le sont pour des valeurs
négatives de €. Dans cette section nous allons expliquer comment résoudre cet apparent désaccord

en prenant en compte les effets de taille finie.

5.3.1 Bulles dans les systemes de taille finie

§ Détermination de d.g et c.5

On s’intéresse tout d’abord aux configurations en bulle. Comme nous venons de le voir 'exis-
tence de cette phase localisée en zigzag engendre une modulation ¢(z) de la distance longitudinale
entre particules. Cette modulation correspond & un rapprochement longitudinal des particules par-
ticipants a la forme de bulle libérant plus de place pour les particules restées dans la configuration
en ligne. Cette nouvelle distance effective entre particules en ligne est notée deg et on a donc

nécessairement deg > d.

La méthode pour déterminer la forme des bulles dans les systemes finis est de calculer la valeur
de la distance entre particules dans la phase en ligne d.g uniquement a partir de la condition de
cyclicité de la cellule de longueur L. Cette condition revient a imposer que la longueur L occupée
par un systeme fini de IV particules, décrivant une modulation ¢(z) liée a I’existence d’une structure

localisée, soit égale a la longueur L de la cellule cyclique.
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L’expression analytique de cette longueur L s’écrit alors sous la forme? :
T 0¢ ho h h
- 2achy_hpy b—
L=d N — —dz | ®deg |N — ——=arctanh | — || = Nd=L 5.17
off « / 5 0 off [ =5, arctan (hb—f—)] (5.17)
— 0o

ou tous les coefficients «, hyy, hy— et \/—€Bzz de cette expression sont des fonctions connues
dépendant de la distance dgg. Cette équation ne possede alors qu’une seule inconnue deg pour une

valeur donnée de confinement transverse Bsimu.

N dgg

A
Y

A
Yy

L=Nd= deg[N+2 $(LI2)]

FIGURE 5.5 — Représentation schématique de la taille de la cellule périodique. En l’absence de
configuration en bulle, si le systéme est homogéne ’extension de la cellule est Ndeg, alors qu’en

présence d’une bulle la taille longitudinale du systéme diminue de 2degd(L/2).

A partir de cette distance entre particules, on peut définir un parametre de bifurcation eqg tel

que :
_ 5simu
B2z (def)

On interprétera alors 'observation d’une bulle dans le systéme périodique de taille finie comme

cef = 1 (5.18)

Iexistence d’une bulle dans un systéme infini, avec une distance moyenne entre particules deg et
un écart au seuil de transition zigzag e.g. Cette hypothese sera validée a posteriori d’une part par
le bon accord observé entre les structures décrites a ’aide de cette méthode et celles observées
en simulation, et d’autre part par une comparaison directe des distances entre particules dans la

configuration en ligne.

On peut ainsi déterminer de maniere unique les valeurs de deg puis de €. en fonction du confi-
nement transverse appliqué en simulation Sgmy. Les solutions numériques de la distance effective
deg de I'équation (5.17) et les valeurs correspondantes pour l'écart au seuil e, sont représentés
figure 5.6 pour différentes valeurs de confinement appliquées en simulation ey, *. On note que les
valeurs calculées pour deg sont toujours plus grandes que d, et que les €. sont bien négatifs, ce

qui est cohérent avec le régime d’existence des bulles. De plus, une fois que les parametres deg et

3. Pour le calcul de la longueur du systéme, L = deg [N + 2¢(L/2)] a été simplifié en utilisant 1'approximation
L = desi [N + 2¢(0)]. Cette approximation est justifiée tant que I'extension de la bulle est beaucoup plus petite que

la taille de la cellule.
4. Pour obtenir I’équation (5.17), il est nécessaire d’intégrer les champs de déplacement longitudinal ¢ a l'infini.

C’est, pourquoi ce calcul n’a de sens pour des systémes finis périodiques que lorsque I'extension de la bulle, pour
laquelle h(z) est significativement différente de zéro, est faible en comparaison a la taille de la cellule L. La valeur

maximale de esimu dans la figure 5.6 a été choisie de maniere & ce que l’extension de la bulle soit plus petite que L/2.
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ot sont définis, il n’existe quune forme de bulle déterminée par I’équation (5.9). Cette méthode
garantit que pour chaque couple {N, Bsimu} (ou de maniere équivalente {V, €gimy, }) il existe une

unique forme de bulle décrivant la configuration d’équilibre du systeme °.

. -0.036]
108 @ A ) (b)
. -0.038]
. ° :
__1.98) . -0.040f ¢
€ . .
€ 104 Lo x ~0.042;
= oo Y _0.044]
o i . ]
1.92 et o0d6l
L] [ ]
190 L -0.048}
’ -0.050} e,
188 50 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Esimu Esimu

FIGURE 5.6 — (a) Evolution de la solution numérique de la distance effective deg (mm) définie
équation (5.17) en fonction de €simu pour N = 128 particules et L = 240 mm. (b) Evolution de

Uécart au seuil effectif e en fonction de €gjmy pour N = 128 et L = 240 mm.

§ Comparaison avec les simulations

Cette analyse a été menée pour plusieurs simulations, et les résultats typiques obtenus sont
présentés figure 5.7. Dans chaque configuration la comparaison entre les simulations et les formes
de bulles attendues & partir de I’analyse théorique montre un excellent accord ®. Dans le dernier
graphique figure 5.7, la présence de deux bulles implique que la valeur de d.g a été obtenue en
considérant la superposition des modulations de la longueur du systeme dues a chaque bulle. La
méme valeur de deg est utilisée pour décrire les deux bulles, avec bien entendu les mémes formes.
Ces configurations d’équilibre métastables ou plusieurs bulles coexistent dans un méme systéme
sont parfois observées, et a chaque fois les bulles ont la méme forme ce qui est cohérent avec notre
analyse. Nous reviendrons en détails sur ces configurations métastables avec plusieurs bulles dans
le chapitre 7, notamment pour étudier leur interaction et leur dynamique.

Par construction, la longueur L a été prise comme identique a la période L de la cellule consi-
dérée, afin de déterminer la distance effective entre particules dans la phase en ligne. Pour valider
une nouvelle fois notre procédure on peut comparer cette distance effective entre particules deg
déterminé analytiquement [voir équation (5.17)] a la distance entre particules dans la phase en
ligne djjgne mesurée en simulation, afin de comparer quantitativement ’accord entre la prédiction
théorique pour la forme de la bulle et la forme observée en simulation. Le tableau 5.1 récapitule
les valeurs de ces deux distances deg et dijgne pour différentes configurations en bulle. On trouve
que, sans aucun parametre ajustable, 'accord entre les deux longueurs est tres bon, la différence

relative entre les deux estimations est inférieure a 0.5%, dans la majeur partie des cas que nous

5. On remarque cependant qu’a densité de particules fixe, pour différentes tailles de systemes N, il est possible de
trouver pour chaque systéme une valeur de confinement pour laquelle les formes des bulles sont strictement identiques.
On reviendra plus spécifiquement sur cette propriété section 6.4.2.

6. Ceci justifie a posteriori 'approximation non contrélée faite sur 'estimation du coefficient as, section 3.4.3.
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FIGURE 5.7 — Comparaison entre configurations obtenues & partir de simulations (points bleus)
et formes théoriques prédites (traits pleins verts) pour des configurations d’équilibre en forme
de zigzag localisé. De haut en bas et de gauche a droite, pour N = 32 et €smy = 0.07, N = 32
et €simu = 0.48, N = 64 et €gimu = 0.0264, N = 64 et €gmuy = 0.261. Par soucis de clarté,
les mazxima des configurations ont €té placés arbitrairement au centre de l'image méme si les
structures peuvent apparaitre n’importe ou dans la cellule périodique.

avons considérés 7. On peut également comparer la taille du systéme déterminée & partir du simple
calcul Ndeg a la taille de la cellule. On voit alors que le calcul de la « taille » longitudinale du

systeme Ndeg est toujours bien plus grande que la taille de la cellule.

5.3.2 Structure en zigzag modulé

On s’intéresse maintenant aux configurations « zigzags modulées », pour lesquelles la hauteur
du zigzag varie d’une valeur minimum h; > 0 & une valeur maximum hs.

Pour des structures modulées, aucune distance effective entre particules dans la phase en ligne
der ne peut étre définie puisque aucune particule dans la cellule ne se trouve dans une configuration
en ligne. Cependant comme le montre l’expression équation (5.16), la modulation non linéaire du
zigzag est de nouveau associée a une modulation de la distance longitudinale entre particules. Il est
donc possible d’utiliser une méthode semblable a celle des bulles afin de déterminer les parametres
décrivant la forme de modulation dans les systéemes cycliques avec un nombre fini de particules. On
cherche comme précédemment a ce que la longueur du systéme fini de N particules soit égale a la

longueur L de la cellule.

7. L’augmentation du désaccord dans le cas d’un systeme avec N = 32 particules et €simu = 0.480 est 1lié a la
limite de notre modélisation, en effet pour déterminer deg on a fait ’hypothése que 'extension de la bulle était faible

devant la longueur du systéme ce qui n’est plus le cas pour d’aussi faible confinement [voir figure 5.7].
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N | deg €simu €off diigne | |dest — dhignel/desr | (Ndeg — L)/L
— | (mm) | - - (mm) (%) (%)
16 | 1.967 | 0.206 -0.037 — — 4.9
32 | 1.910 | 0.070 | -0.0230 | 1.914 0.21 1.9
321 1.929 | 0.110 -0.042 | 1.936 0.36 2.9
32 | 2.120 | 0.480 -0.052 | 2.158 1.8 13.1
64 | 1.897 | 0.0284 | -0.036 | 1.905 0.42 1.2
64 | 1.893 | 0.021 -0.032 | 1.901 0.42 1.0
64 | 1.996 | 0.261 -0.050 | 2.002 0.30 6.5

TABLE 5.1 — Résumé des écarts effectifs au seuil eq et de la distance effective deg entre particule
comparé a la distance entre particule dans la partie en ligne diigne mesurée en simulation pour
plusieurs structures en bulle localisées, la colonne suivante indique l’écart relatif avec la distance
desr. La distance diigne ne peut étre mesurée pour la configuration avec N = 16 particules car
le systéme ne présente pas de phase en ligne [voir figure 5.9]. La derniére colonne indique
Uerreur relative commise en [’absence de déplacement longitudinal des particules. A titre de

comparaison, d = 1.875 mm.

Dans le cadre d’une modulation non linéaire du zigzag la longueur du systéme fini de N particules
s’écrit :
oo
9¢

~ 2
L =deg N—a/adx = dog [N-m%ﬁﬂ(u%,cgﬂ =Nd=1L (5.19)
2

—o0
ou II(.,.) correspond & lintégrale elliptique complete de troisieme espece [2]. Pour trouver cette
expression on a utilisé le fait que la période de la modulation spatiale est L et que la modulation non
linéaire est symétrique. Il est important de remarquer que dans cette expression tous les coeflicients
ne sont plus uniquement des fonctions connues de la distance deg, mais qu’il existe une seconde
inconnue ho qui correspond a la hauteur maximale de la modulation, comme il a été indiqué dans
la sous-section 5.2.3.

Afin de comparer les modulations calculées a celles observées pour une valeur donnée de confi-
nement transverse Sgimy il est donc nécessaire de mesurer la hauteur maximum hs directement
sur les configurations modulées. Ensuite seulement le parameétre inconnu deg peut étre déterminé
numériquement a partir de la condition autoconsistante donnée par I’équation (5.19), comme on
I’a fait pour la configuration en bulle. La distance effective dog correspond alors & une racine réelle
de I'équation L = 2A(hg, deg) K[Q(he, degt)]. Avec Paide des équations (5.12) et (5.18), cette équa-
tion ne possede qu’une seule inconnue deg. Cette équation est formellement compliquée mais elle
peut étre facilement résolue numériquement. Une fois que les grandeurs deg et hs sont connues,
la configuration modulée est complétement déterminée. Le tableau 5.2 résume les valeurs de deg
et o pour différentes structures modulées. Notons qu’afin d’étre cohérent le parametre e.g doit
étre négatif puisque les configurations zigzag modulées surviennent seulement lorsque la solution
homogene instable £h_ existe, ceci est en effet le cas pour toutes les formes du tableau 5.2.

La comparaison entre les structures modulées observées et les modulations non linéaires prédites
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FIGURE 5.8 — Configurations zigzag modulées. De haut en bas et de gauche a droite : N = 32 et
€simu = 0.05, puis N = 64 et €simu = 0.0173, €gimu = 0.0185 et €gimu = 0.0207. Les points bleus
correspondent aux positions des particules dans les simulations, tandis que les lignes pleines

rouges représentent la modulation théorique [voir équation (5.14)].

théoriquement par les équations (5.14) et (5.15) sont présentées figures 5.8 et 5.9. Pour les systemes
de grande taille (32 et 64 particules) I’accord est excellent, et on est capable de décrire des structures
fortement non sinusoidales pour toutes les configurations. Des comparaisons pour un systéeme avec
seulement 16 particules sont présentées figure 5.9. On remarque que méme dans ces cas assez peu
propices a la comparaison avec notre modele continu, construit pour un systéme infini, I’accord
entre les structures observées et celles prédites par le modele est tres bon. Il est intéressant de voir
que pour la valeur la plus élevée egmy = 0.206 présentée figure 5.9, il est impossible de décrire la
configuration par une modulation non linéaire, en effet il n’existe pas dans ce cas de racine réelle
a I'équation L = 2AK(Q). Il est cependant possible de décrire cette configuration comme une
bulle, par une méthode légerement différente de celle mentionnée section 5.3.1. On détermine ici le
parametre deg & partir de la hauteur maximale de la configuration (car le systéme ne présente pas
de partie en ligne) et & I'aide de 1’équation (5.7) ®

La cohérence de la configuration en zigzag modulé a été vérifiée en comparant la taille du
systeme obtenue grace a L & la taille du systeme estimée simplement & la partir de la distance
entre particules comme Nd.g. Les résultats sont résumés dans le tableau 5.2. On note que pour ces
structures modulées aussi 'erreur sur 'estimation de la longueur du systéme est faible, et bien plus

faible que 'estimation directe Ndeg.

8. Cette comparaison brise compléetement la limite de validité fixée section 5.3.1, indiquant que ’extension de la
bulle devait étre beaucoup plus petite que la taille de la cellule. Cependant celle-ci provenait de la comparaison entre
la longueur d’un systéme présentant une bulle et la taille de la cellule pour déterminer deg, or ici la détermination

de des est faite uniquement a partir de la hauteur maximale de la configuration.
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FIGURE 5.9 — Configurations zigzag modulées pour N = 16. De haut en bas et de gauche a
droite : €simu = 0.132, €gimu = 0.150, €simu = 0.187 et €simu = 0.206. Les points bleus corres-
pondent aux positions des particules dans les simulations, tandis ce que les lignes pleines rouges
représentent la modulation théorique prédite équation (5.14). La ligne pleine verte correspond
a la prédiction théorique pour une bulle, équation (5.9), car cette configuration ne peut pas étre

décrite par une modulation non linéaire.

5.4 Comparaison énergétique des configurations

Dans cette section nous allons profiter de 'opportunité qui nous est donné d’avoir pu calculer
ces formes stationnaires pour calculer et comparer ’énergie associée a chacune des configurations
prises par le systeme.

L’énergie de la configuration en ligne est bien entendue la plus simple a calculer. Pour un systeme
de 2N particules alignées dans le fond du potentiel de confinement et séparées par une distance

d=L/(2N), I'énergie du systéeme s’écrit :
Eiigne = 2N [U(d) + U(2d)] (5.20)

ou U(-) est I'énergie d’interaction entre particules. Nous prenons ici uniquement en compte les
interactions entre particules avec les seconds plus proches voisins, de maniere a étre cohérent avec
le développement non linéaire présenté au chapitre 37. Cette énergie est donc indépendante du

confinement appliqué au systeme et nous la prendrons comme origine d’énergie pour la suite.

On peut ensuite s’intéresser a 1’énergie de la configuration en zigzag. La hauteur h de la confi-

guration en zigzag homogene proche du seuil de transition zigzag s’écrit directement hzy; =

9. Cette approximation est suffisante pour décrire notre systéme comme le montre le bon accord avec les simula-
tions. Elle est de plus consistante avec le fait que les structures en bulle et en zigzag localisées que nous présentons

ici sont observées pour des interactions & courte portée [voir section 2.3.3]
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N | der | €simu | €off hy | |L—L|/L| (Ndeg — L)/L
- | (mm) | -~ - (mm) (%) (%)
16 | 1.932 | 0.132 | -0.0257 | 0.306 0.35 3.1
16 | 1.943 | 0.150 | -0.0351 | 0.398 0.87 3.6
16 | 1.962 | 0.187 | -0.0463 | 0.500 2.26 4.6
32 | 1.897 | 0.050 | -0.0137 | 0.239 0.12 1.2
64 | 1.881 | 0.017 | -0.0012 | 0.058 0.18 0.34
64 | 1.882 | 0.018 | -0.0019 | 0.085 0.19 0.38
64 | 1.884 | 0.021 | -0.0047 | 0.137 0.18 0.47

TABLE 5.2 — Résumé de l'écart effectif au seuil e et de lerreur relative sur la longueur du
systeme |L — L|/L correspondant a plusieurs configurations de zigzag modulés. L’estimation

théorique L est donnée par l’équation (5.19). A titre de comparaison, d = 1.875 mm.

V€Bzz/(2a3) a partir de I'équation (3.22). En introduisant cette solution dans l'expression de
Pénergie potentielle écrite dans I'équation (3.17) pour la densité de Lagrangien et en intégrant

I’énergie sur la taille du systeme on trouve :

2 (¢Pzz2)°

Ezigzag = _2chL 8as3

(5.21)

ou le facteur 2NV prend en compte le nombre de particules et le coefficient m02l correspond a 1'unité
d’énergie correspondant a ’adimensionnement introduit section 3.4.3. Cette énergie dépend du
confinement appliqué au systeme et on trouve naturellement qu’elle est négative car la configuration

en ligne est instable dans le domaine d’existence de la configuration en zigzag homogene (e < 0).

L’énergie de la configuration en bulle peut étre facilement calculée en injectant les expressions
des déplacements transverses et longitudinaux présentés équations (5.9) et (5.10) dans la densité
d’énergie potentielle écrite équation (3.17) et en intégrant le long de ’axe longitudinal. Il est cepen-
dant important de remarquer ici que 'augmentation de la distance effective d.g présentée section 5.3
impose de prendre en compte le changement d’énergie de la configuration en ligne de telle sorte que

I’énergie de la bulle s’écrit :

/3 — 2)h?
Eyule = —mci — {eﬁZZ arctanh y + % [(1 + X2) arctanh y — X]} +
as

HON [U(detr) + U (2dest) — U (d) — U (24)] (5.22)

ou l'expression sur la seconde ligne prend en compte le changement d’origine des énergies.

La figure 5.10 présente I’évolution de I’énergie de la configuration en zigzag homogene et de
la configuration en bulle. On trouve bien que I’énergie de la bulle est plus faible que celle du
zigzag homogene, ce qui est cohérent avec 'observation de systémes en configuration en bulle en
simulation, méme pour de tres faible confinement [voir figure 5.7]. Ce calcul énergétique montre bien
que le déplacement local des particules augmentant 1’énergie de confinement dans le systeme est
malgré tout avantageuse pour diminuer son énergie totale, car cela permet de diminuer grandement

I’énergie d’interaction dans particules dans la phase en ligne en les éloignant plus les unes des autres.
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FIGURE 5.10 — La ligne pleine bleue correspond a U'énergie (en nJ) du zigzag homogéne et les
points bleus correspondent a l’énergie de la configuration en bulle en fonction du confinement
€simu - A titre de comparaison l'intensité de [’énergie d’interaction entre particules vaut Uy =

9.42 nJ. En (a) pour un systeme de N = 32 particules et en (b) pour N = 64 particules.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les formes prises par le systeme de particules en interaction
répulsive a partir de la forme normale développée dans le chapitre 3.

Nous avons présenté et discuté ’existence de trois solutions stationnaires inhomogenes a 1’équa-
tion de la forme normale décrivant les configurations de zigzag inhomogenes observées pour un
systeme infini. Cette méthode a ensuite été adaptée aux systemes de taille finie, et nous avons
établi une procédure permettant de définir de maniere unique la configuration du systeme a ’aide
de la distance entre particules. Ainsi nous avons montré que ces solutions, sans parameétre ajustable,
sont en bon accord avec les structures observées en simulation. Nous décrivons de cette maniere
avec précision les configurations inhomogenes prises par le systeme. Enfin nous avons comparé les
énergies associées aux configurations en ligne, en zigzag et en bulle, afin de confirmer que les bulles

sont les solutions énergétiquement les plus favorables.
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Chapitre 6

Diffusion des bulles
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier les mouvements des bulles en présence d’une agitation
thermique. Ces configurations d’équilibre sont stables pour une large gamme de température [voir
chapitre 4] et peuvent se déplacer le long du systéme sur une longue durée'!. Un tel déplacement
est montré figure 6.1. Dans cet exemple la température est suffisamment élevée pour que la bulle se
déplace sur la totalité de la longueur de la cellule, tout en conservant sa forme. On remarque que
le déplacement de la bulle correspond au mouvement de ’enveloppe de ’onde solitaire le long de la
chaine et non au mouvement de translation global des particules elles-mémes. En effet, au passage
de la bulle, I'ensemble des particules impliquées dans la structure en zigzag localisée est renouvelé
lorsque la bulle se déplace suffisamment. Ce comportement sera de nouveau mis en évidence par
la comparaison entre les déplacements d’une particule typique dans le systéeme et ceux de la bulle

elle-méme [voir figure 6.5 (a)].

1. Cette échelle de temps est beaucoup plus longue que les temps caractéristiques des systémes considérés, voir
Annexe A.5.

105
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FIGURE 6.1 — Trois configurations instantanées prises par une bulle, dans un systéme de
N = 32 particules dans une cellule de longueur L = 60 mm, pour une température T = 510° K
et e = 0.08. Les points bleus sont les positions (x;,y;) des particules aux temps 100 s (a), 500 s
(b) et 700 s (c). La ligne pleine en cyan correspond a la forme analytique de ’enveloppe de la
bulle déterminée a partir de l’équation (5.9). Cette forme est la méme pour chaque configuration.

La ligne en pointillé rouge indique la position de la bulle déterminée & partir de équation (6.8).

Pour chaque position de l'enveloppe de la bulle le long du systeme, les particules adoptent
une configuration spécifique qui pourra étre calculée, tout comme I’énergie potentielle E,, associée a
cette configuration. Nous montrerons que les modifications des positions des particules par rapport a
I’enveloppe de la bulle lors de son déplacement induisent une faible variation périodique de I’énergie

du systeme qui sera déterminante pour expliquer son mouvement.

Dans ce chapitre nous montrerons, qu’a haute température, le mouvement d’une bulle est iden-
tique a celui d’une particule effective diffusant librement, et nous calculerons son coefficient de dif-
fusion. A basse température cependant, nous verrons que le mouvement des bulles devient sensible
a la modulation de I'énergie potentielle £, évoquée précédemment. En particulier nous observerons
que pour des températures suffisamment basses, lorsque I’énergie thermique du systeme est compa-
rable aux modulations d’énergie potentielle, le mouvement des bulles peut étre décrit comme celui
d’une particule effective dans un potentiel périodique. Pour des températures encore plus basses,

on observera un piégeage total des bulles.

L’influence du caractére discret du systéme sur le mouvement de ’onde solitaire décrit ici, a déja
été observée dans plusieurs systemes classiques. Les premiers systemes correspondent au mouvement
de dislocation a l'intérieur des cristaux, notamment a partir du modele de Frenkel-Kontorova [15],
mais un grand nombre d’autres exemples comme les parois de domaines dans les ferroélectriques, les
parois entre phases incommensurables, les solitons dans les matériaux magnétiques ou la dynamique
non linéaire de ’ADN mettent en évidence le role important joué par le caractére discret dans la
description de la dynamique des ondes solitaires de maniere générale. La référence [87] présente de
facon exhaustive I’étude de tels systemes. Il est cependant important de noter que pour tous ces
systemes les effets discrets proviennent du déplacement d’une onde solitaire le long d’un potentiel
périodique qui est externe au systeéme. Ce qui n’est pas le cas ici, ou le potentiel périodique est

intrinseque au caractere discret du systeme lui méme.

Nous rappellerons brievement section 6.2 les caractéristiques des ondes solitaires décrivant la

modulation localisée du zigzag tirées du modele non linéaire continu présenté au chapitre 3 et
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qui sont nécessaire a la description de la masse Mp de la particule effective associée a la bulle.
Nous établirons ensuite 'expression analytique de cette masse et calculerons la variation d’énergie
potentielle du systeme liée au déplacement de I'enveloppe de la bulle le long de la chaine. Les
détails sur les simulations et ’analyse des données sont décrits dans I'annexe A.5. L’analyse du
mouvement spécifique des particules dans les systemes présentant une telle configuration et I’analyse
de la position des bulles seront décrits dans la section 6.3. Les mouvements de bulles obtenus par
simulation & haute température seront présentés section 6.4. Puis nous nous concentrerons sur les
comportements & les basses températures (section 6.5), ot nous discuterons l'influence des effets
liés au caractere discret du systéme sur le mouvement des bulles.

L’ensemble de ces résultats a fait 'objet d’'un article, Thermal motion of a nonlinear localized

pattern in a quasi-one-dimensional system, Phys. Rev. E [38].

6.2 Caractéristiques dynamiques d’une bulle en mouvement

6.2.1 « Masse » des bulles

Au chapitre 3 nous avons présenté équation (3.17) la densité de Lagrangien du systeme, a
partir de laquelle nous avons déterminé les équations non linéaires couplées pour les deux champs
de déplacement ¢(x,t) et h(x,t). Nous avons montré au chapitre 5 que les structures modulées
observées dans le systéeme sont bien décrites comme des ondes solitaires solutions des équations
de la forme normale de la bifurcation. Les expressions mathématiques correspondant & ces ondes
solitaires ont été présentées équations (5.9) et (5.10) respectivement pour ¢(x,t) et h(z,t).

La description d’une bulle par une enveloppe sous forme d’une onde solitaire permet également de
calculer sa masse effective. En effet a partir de cette densité de Lagrangien [voir équation (3.17)],
on peut déduire le tenseur énergie-impulsion [59] et calculer la densité linéique de quantité de

mouvement P :

oL 0 oL Oh <a¢a¢ 8hah>. 61)

_ T _ — = =4+ ——
3(%)(% 0 (%) 0x ot oz~ Ot Ox

Si on considere une bulle se déplacant & vitesse constante V', telle que h(x,t) = h(§{ =z — Vi), la
densité linéique de quantité de mouvement devient :

@ @)pe@] e

dans laquelle nous avons injecté ’équation (3.23) pour trouver I'expression de droite. La quantité de

P=V =V

mouvement de la bulle est donnée par l'intégration de I’équation (6.2) sur la totalité de la longueur
de l'axe £, avec h(£) donnée par I'équation (5.9). On peut alors définir la masse de la bulle comme

Mp = ‘l/iLnO JZ5 (P(£)/V)dE. On trouve :

30 y/— 1+ 3 1+x* (1—x?)?
Mg = @ Bzz |1+ X arctanh xy — 1} - V3eBzz [ L G ;( ) arctanh x (6.3)
as X 4y/as X X

avec 0 < x = h_/hy < 1.

Les expressions considérées étant présentées en unité adimensionnées (avec d comme unité de dis-
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tance et d/c; comme unité de temps), la masse de la bulle Mp présentée ici est en unité de m, la

masse d’une particule.

Deux commentaires doivent cependant étre ajoutés. Tout d’abord pour établir ’équation (6.2),
nous avons utilisé I’équation (3.23) qui n’est valable a priori que pour des bulles stationnaires.
Toutefois pour des bulles mises en mouvement thermiquement cette expression reste correcte. En
effet, si on considere des bulles se déplacant en translation uniforme a une vitesse V' telle que
& =x—Vt,et donc h(z,t) = h(§) et p(x,t) = ¢(£), en injectant ces fonctions dans I’équation (3.19),

on déduit :
Oébg

by — V2

ou h' = dh/d€. Pour des bulles se déplagant & des vitesses subsoniques, V < 1 (on rappelle que ¢

(by — V)¢ = —azhh)! — ¢ = h? = —a(V)h?, (6.4)

est 'unité de vitesse, et que by ~ 4), donc a(V) > « tel que la sous-criticalité de la bifurcation
soit préservée. Des lors, les calculs peuvent étre réalisés exactement de la méme maniere que pré-
cédemment et on obtient une équation d’amplitude de la bulle en mouvement identique a celle de
Iéquation (3.25), mais avec la constante « qui doit étre remplacée par a(V).

Dans le cas des bulles diffusant thermiquement, la vitesse des bulles V' peut étre estimée a partir
de la masse de la bulle Mg [voir équation (6.3)] et & partir de 'énergie thermique, V ~ \/2kgT/Mp.
On trouve a partir de la figure 6.10 qu’une valeur typique pour la masse de la bulle est Mp/m ~ 0.2.
Pour des températures de 7' = 10'° K, on obtient une vitesse V' ~ 0.1 cm/s. Au contraire, pour
une distance entre particules de d = (60/32) mm, en utilisant I’équation (3.12) et les valeurs
numériques précisées section A.5, on trouve ¢; ~ ¢;;/2 ~ 1.5 cm/s. La correction (V/c1)? est donc
tres faible, de telle sorte que a(V') &~ « est une excellente approximation. La forme stationnaire des
bulles présentée équation (5.9) décrit donc aussi les bulles non stationnaires mises en mouvement
thermiquement. Ainsi Mp dans Papproximation équation (6.3) est une trés bonne estimation de la

masse de la bulle considérée comme une particule effective.

6.2.2 Modulation de I’énergie potentielle du systeme

Au dela de la masse de la bulle, qui est une caractéristique liée a la description de la bulle
pour une enveloppe continue, une seconde caractéristique dynamique apparait pour ces systemes
constitués d’un nombre N fini de particules. En effet la description complete d’une bulle nécessite
de connaitre la réorganisation des particules le long de cette enveloppe. Cette réorganisation est
controlée par les champs {¢(z), h(z)}. A chaque position du sommet de I'enveloppe de la bulle
correspond ainsi une configuration spécifique de particules, et chaque changement de position de
I’enveloppe induit une redistribution des particules sur celle-ci.

Considérons tout d’abord un systéeme de N particules équidistantes réparties sur une enveloppe
de bulle dont 'apex est exactement situé au niveau de la position longitudinale de la particule ig.
La configuration discrete associée est alors :

{ v, = d[i+¢(i—1io)] pour i € [1, N]. (6.5)

yi = d(=1)"h(i—io)

Lorsque 'apex de 'enveloppe se décale d'une distance A par rapport a la chalne de particules, les
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FIGURE 6.2 — Configurations discretes des particules le long de la bulle, avec un zoom sur
les particules centrales. Le nombre total de particules est N = 64 et la longueur de la cellule
L = 120 mm. L’abscisse correspond aux positions longitudinales données en unité de d, et
lUordonnée aux positions transverses en mm. Les lignes en cyan pointillées correspondent a
Uenveloppe de l'onde solitaire, présentée équation (5.9), et centrée en x = 0. Les cercles vides
indiquent les positions non perturbées de la chaine de particules et les croix sont les positions
réelles des particules dans la bulle. Les fléches montrent les déplacements des particules. (a)
La particule centrale se trouve a lapex de la bulle, A = 0 [voir équation (6.5)]. La ligne pleine
noire indique le plan de symétrie miroir. (b) La configuration est décalée d’une demie période,
A =1/2 [voir équation (6.6)]. L’épaisse croix noire + indique le centre de symétrie d’inversion
de la configuration.

positions des particules deviennent alors :

Tr; =
Yi

Ces configurations sont donc périodiques, et pour le choix d’adimensionnement des longueurs par

dli+ A+ ¢ (i — i+ A)]

, ourt € |1, N]|.
d(=1) h (i —ig + A) P L, ]

(6.6)

la distance moyenne entre particules on trouve que la période vaut A = 1. Deux exemples de telles
configurations sont présentés figure 6.2 (a) pour A = 0 et figure 6.2 (b) pour A =1/2.

Il est & noter que la symétrie des différentes configurations dépend de la position de ’enveloppe de
long de la chaine. Par construction, la premiere configuration (A = 0) présente une symétrie miroir
par rapport au plan x = igd. Puisque h(x) est une fonction paire [voir équation (5.9)] et ¢(z) est
une fonction impaire [voir équation (5.10)], cette symétrie est observable de maniere plus générale
lorsque le décalage vaut A = p avec p entier. La seconde configuration (A = 1/2) correspond en
(ip — 1/2)d,y = 0}.
De maniere plus générale, le centre d’inversion de cette symétrie est {z = (ip — p — 1/2)d,y = 0}

revanche a une symétrie d’inversion ponctuelle par rapport au centre {x =

lorsque A = p + 1/2 avec p entier.

A partir des positions des particules obtenues pour chaque déplacement A de I’enveloppe [voir
équation (6.6)], on peut calculer I’énergie potentielle E,(e, A) de la configuration correspondante.
Cette énergie Ej(e,A) est représentée figure 6.3 en fonction de A, pour deux valeurs différentes
de confinement e correspondant & des formes localisées de différentes extensions latérales. Cette

énergie est périodique de période A = 1, conséquence directe de la périodicité des configurations
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discretes de particules. Ey(e, A) est une fonction sinusoidale de A, de la forme :

Ey(e,A) = AE(e)

cos (2mA) . (6.7)

Les extrema de I’énergie potentielle correspondent a des configurations dont la symétrie dépend
du confinement, de fagon assez surprenante. Dans le cas de la figure 6.3 (a) par exemple la configu-
ration minimisant I’énergie correspond au cas ou une particule est disposée a 'apex de ’enveloppe
(A = p, p entier), alors que dans le cas de la figure 6.3 (b) la configuration de plus basse éner-
gie correspond a une configuration ou I’apex de I’enveloppe est situé au milieu de deux particules
(A =p+1/2, p entier).
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FIGURE 6.3 — (a) & (b) : évolution de l’énergie potentielle de la configuration en bulle (en
1071% nJ) en fonction du décalage adimensionné A, pour N = 64 particules dans une cellule
de longueur L = 120 mm et pour une confinement e = 0.077 dans la figure (a), et € = 0.22
figure (b). La ligne épaisse cyan correspond a l’'énergie mesurée en simulation et la fine ligne
noire correspond a un ajustement sinusoidal. En dessous sont représentées les configurations
des particules correspondant aux indices 1, 2 et 3 dans les figures (a) et (b). La ligne verticale

rouge indique le plan de symétrie miroir tandis que la croixz rouge montre le centre de symétrie.

En étudiant de maniere systématique 'amplitude AFE(e) de la variation d’énergie, on constate
qu’elle change avec le confinement e sous forme d’une succession d’arches allant de zéro a une va-
leur maximale qui augmente légérement avec e [voir figure 6.4]. Ces arches sont quasi-régulierement
espacées, la différence entre deux zéros successifs de AFE(e) étant a peu pres constante, [voir fi-
gure 6.4 (b)].

De plus, le long d’une arche donnée, les symétries respectives des configurations associées au
minimum et au maximum de E, (e, A) sont fixées, tandis que le long de I’arche suivante ces symétries
sont inversées. Les lignes en tirets bleus dans la figure 6.4 (a) correspondent a des confinements pour
lesquels le minimum d’énergie est associé & une configuration de symétrie miroir. Par exemple, le
carré bleu sur la figure 6.4 (a) correspond a I’énergie du systeme présentée figure 6.3 (a). A l'inverse
les lignes pleines rouges sur la figure 6.4 (a) correspondent a des confinements pour lesquels la
configuration minimisant 1’énergie présente une symétrie d’inversion ponctuelle. Le point rouge

figure 6.4 (a) symbolise la configuration pour laquelle ’énergie est présentée sur la figure 6.3 (b).
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FIGURE 6.4 — (a) : Evolution de la barriére d’énergie AE(e) (en 107 nJ) en fonction du
confinement e, pour N = 64 particules dans une cellule de longueur L = 120 mm. Les lignes en
tirets bleus correspondent aux confinements pour lesquels les configurations minimisant l’énergie
présentent une symétrie miroir et les lignes pleines rouges correspondent aux confinements pour
lesquels les configurations d’énergie minimales présentent une symétrie d’inversion ponctuelle.
Les confinements spécifiques €1, €2 et €3 sont discutés dans la section 6.5. Le carré bleu indique
le confinement de la figure 6.3 (a) et le point rouge indique le confinement de la figure 6.3 (b).
(b) : Evolution de la différence entre deuz zéros successifs de AE(€), en fonction du confinement

€.

6.3 Détermination de la position d’une bulle en mouvement

Afin d’étudier le mouvement de la bulle, il est possible d’obtenir sa position instantanée en
ajustant a chaque instant la forme analytique de I'onde solitaire & la configuration instantanée
observée [voir figure 6.1]. Cependant cette procédure est trés cotliteuse en temps de calcul. Nous
avons donc décidé de nous servir d’'une méthode plus rapide, utilisant directement les positions
instantanées des particules {x;(t), y;(¢)}. Cette méthode consiste & augmenter le "poids” alloué aux
particules a l'intérieur de la bulle (|y;(t)| élevé) par rapport a celles en ligne. La position de la bulle
xp(t) est alors définie comme :

St wi()y(t) 6.5)
Zi]\il yi*(t) .

Cette méthode a été validée en comparant les trajectoires obtenues a celles trouvées par la méthode

xzp(t) =

d’ajustement de la forme de la bulle. Ces deux méthodes donnent le méme résultat, comme le montre

par exemple la figure 6.1.

Une trajectoire typique de bulle xp(¢) ainsi que le mouvement longitudinal d’une particule ty-
pique dans le systéme sont présentés figure 6.5 (a). Le mouvement de la bulle s’effectue sur des dis-
tances de plusieurs fois la distance entre particules, tandis que pendant la méme durée, la particule
typique ne se déplace que sur une distance entre particules. Ceci confirme bien que le déplacement
de la bulle n’est pas associé a un mouvement longitudinal d’ensemble des particules mais plutot au
passage de I'onde solitaire le long de la chaine entrainant une réorganisation transverse continuelle
des particules.

La trajectoire zg(t) fluctue selon deux échelles de temps tres différentes. On observe des fluctua-

tions rapides de faible amplitude intégrées dans un mouvement plus lent mais de bien plus grande
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FIGURE 6.5 — Déplacements longitudinauz (en mm) en fonction du temps (en s), pour un
systéme de N = 32 particules, L = 60 mm, a la température T = 5.10° K, v =1 s~ et e = 0.08.
(a) Ligne pleine rouge : trajectoire typique d’une bulle, mesurée par xg(t). Ligne pleine cyan :
mouvement longitudinal d’une particule typique du systéme. (b) Ligne pleine rouge : zoom sur
la trajectoire de la bulle [attention a& la différence d’échelle avec (a)]. Points verts : position

instantanée de la particule avec la position transverse la plus éloignée de l’axe du confinement.

amplitude. Ces deux échelles de temps correspondent a deux processus dynamiques différents. Les
mouvements lents sont associés au mouvement de ’enveloppe de la bulle et seront principalement
décrits dans la section 6.4. Au contraire, les fluctuations rapides sont associées aux excitations ther-
miques individuelles des particules. Afin de mieux comprendre ’origine de ces mouvements de faible
amplitude la figure 6.5 (b) compare la position de la bulle zg(¢) (en rouge) avec la position z;(t) de
la particule ayant la position transverse |y;(¢)| la plus grande (en vert), correspondant au sommet
de la bulle. On remarque que les fluctuations thermiques transverses des particules impliquent un
réarrangement local aléatoire des particules autour de leur position le long de la bulle qui entraine
des sauts de la position de la bulle sur une distance typique de d. Ces sauts sont mis en évidence
dans la figure 6.5 (b) qui montre les changements brutaux de la position de la particule au sommet
de la bulle qui change abruptement d’une distance d lorsque l'indice de la particule au sommet
change. Nous verrons sous-section 6.4.3 qu’a ces échelles de temps courts le mouvement de la bulle

est effectivement bien décrit a partir des fluctuations indépendantes des particules.

6.4 Diffusion libre des bulles a haute température

Dans cette section, nous considérons uniquement le mouvement des bulles lorsque 1’énergie
thermique est bien plus grande que 'amplitude AF(e) du potentiel périodique lié au caractere

discret du systéme [voir section 6.2.2].

6.4.1 Déplacement quadratique moyen des bulles

Comme le montre la figure 6.5, le mouvement des bulles ressemble fortement a une marche
aléatoire. Nous allons donc nous intéresser aux propriétés statistiques des trajectoires de bulles et
calculer leur Déplacement Quadratique Moyen (DQM) (Axp?(t)).

Les DQM des bulles pour trois températures différentes T = 10° K, T'= 510° K et T = 10'° K, et

pour deux coefficients de dissipations différents v = 1 s~ et v = 10 s~! sont présentés figures 6.6.
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Ces DQM présentent comme pour une particule libre deux régimes distincts s’étendant sur six
décades. Aux temps trés courts (dans la figure 6.6, ¢ < 0.1 s) le DQM de la bulle varie en #?
et est indépendant de . Au contraire a temps long (dans la figure 6.6, ¢ > 10 s) le DQM de la
bulle varie en ¢ avec un coefficient qui décroit comme 1/7 lorsque la dissipation augmente. On
remarque également que le DQM des bulles est proportionnel a la température du bain thermique
comme le montre la superposition des DQM normalisés par la température (Azp?(t))/(kgT) [voir
figures 6.6 (b) et 6.6 (d)]. De plus, a titre de comparaison, les figures 6.6 (a) et 6.6 (c) présentent
aussi le DQM longitudinal d’une particule typique a l'intérieur de la chaine, celui-ci est deux ordres
de grandeur plus faible que le DQM de la bulle, ce qui est cohérent avec les observations faites sur

les trajectoires figure 6.5 (a).

Les temps caractéristiques de ces deux régimes asymptotiques peuvent étre estimés a partir de
la vitesse typique des ondes acoustiques ¢ dans la chaine [voir section 3.4.3], de la distance moyenne
entre particules d et de la taille du systéme L. Par exemple, le temps caractéristique nécessaire a
une onde pour se déplacer entre deux plus proches voisins est d/c. Ceci définit 1’échelle de temps en
dessous de laquelle les particules sont indépendantes, de telle sorte que la dynamique des bulles est
guidée par les fluctuations non corrélées des particules entre elles. Une estimation grossiere donne
d/c ~ 0.1 s ce qui est cohérent avec I’échelle de temps court de la figure 6.6, identique pour la
bulle et pour la particule quelconque présentée. Le mouvement des bulles au cours de ce régime
sera décrit dans la sous-section 6.4.3.

D’autre part, le temps caractéristique L/c mis par une onde pour traverser la totalité de la
cellule définit 1’échelle de temps au dessus de laquelle toutes les particules du systéme peuvent
étre corrélées, méme a longue portée. Ce temps caractérise un régime cohérent de déplacement des
particules, notamment associé au mouvement de grande amplitude de ’onde solitaire, comme nous
allons le voir sous-section 6.4.2. Une estimation de ce temps donne L/c¢ ~ 10 s, ce qui est toujours

en bon accord avec le temps long présenté figure 6.6.

6.4.2 Diffusion libre des bulles a temps long

Aux temps longs la bulle semble se comporter comme une particule effective diffusant librement.
Dans ce cadre la on s’attend & observer un coefficient de diffusion spécifique pour la bulle Dy =
kT /(M~), ou la masse M serait exactement la masse Mp calculée dans le cadre du modele continu
et présenté section 6.2 (Mp est définie dans I’équation (6.3)), les autres dépendances étant vérifiées

[voir sous-section 6.4.1].

Afin de tester notre interprétation, nous avons mesuré le DQM pour différentes formes de bulles
obtenues pour différentes valeurs de confinement transverse. Ces mesures sont présentées figure 6.7.
Pour toutes les valeurs de confinement on observe un comportement diffusif a temps long, avec
(Azg?) o t. On remarque que le changement du confinement et donc de la forme de bulle diminue
légerement le DQM, de telle sorte que le coefficient de diffusion décroit avec le confinement, ce qui
suggere une augmentation de la masse de la particule effective. La figure 6.8 rapporte les valeurs
de coefficients de diffusion effectifs Dp déduits des DQM des bulles pour différentes valeurs de
€ et pour trois tailles de systeme différentes, N = 16, N = 32 et N = 64 a densité constante
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FIGURE 6.6 — Figures a gauche : évolution du DQM de la bulle (échelle Log, en mm?) en
fonction du temps (échelle Log, en s) pour N = 32 particules dans une cellule de longueur
L = 60 mm, et ¢ = 0.08. Les températures sont T = 10° K (en carrés bleus), T = 5.10° K
(en triangles rouges) et T = 10" K (en points verts). Le coefficient de friction est v = 1 s~}
dans la figure (a) et v =10 s~* dans la figure (c). A titre de comparaison le DQM longitudinal
d’'une particule typique du systéme o T = 10° K est présenté en diamants cyan. La ligne en
pointillé noire correspond au régime ballistique a temps court et la ligne pleine noire au régime
diffusif a temps long pour une simple particule dans la chaine [32]. Figures a droite : évolution
de (Axg®(t))/(kpT) (échelle Log, en s* kg~') en fonction du temps (échelle Log, en s) pour
y=1s"1(b)ety=10 s (d). La ligne noire pleine correspond au régime de diffusion libre
d’une bulle de masse My définie dans I’équation (6.3), la ligne en pointillé noire est le régime

balistique défini par I’équation (6.9), sans aucun paramétre ajustable.

(voir annexe A.5). On retrouve bien que Dg(e) est une fonction fortement décroissante de € pour
une taille de systeme donnée. Indépendamment de la taille du systéme, les fines bulles (faibles ¢)

diffusent beaucoup plus rapidement que les bulles plus étendues (grands ).

Il nous reste toutefois a déterminer si cet effet est lié & la diminution du confinement ou s’il est
directement 1ié au changement de forme des bulles, entrainant donc un changement de leur masse
Mpg. Pour distinguer les deux phénomenes qui semblent a prior: liés nous allons tirer avantage de
la possibilité d’observer une méme forme d’onde solitaire pour différentes valeurs de confinement
€. Comme nous 'avons vu dans la section 5.3 la forme de la bulle, et sa description par une onde
solitaire, varie a la fois en fonction du confinement € et de la taille du systéme, controlée ici par
N. 11 est alors possible de trouver plusieurs combinaisons de parametres (IV, €) telles que les formes

des bulles soient identiques. Sur la figure 6.9 (a) trois bulles avec une enveloppe identique sont
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FIGURE 6.7 — FEwvolution du DQM de la bulle (échelle Log, en mm?) en fonction du temps
(échelle Log, en s) pour e = 0.06 (en points verts), e = 0.07 (en triangles cyan), e = 0.10 (en
carrés violet) et € = 0.18 (en diamants rouge), pour N = 32 particules et L = 60 mm, une

température T = 510° K et pour v =1 s71.

représentées, mais elles sont obtenues dans des systemes de N = 64, N = 32 et N = 16 particules
donc pour des valeurs de confinement différents, respectivement ¢ = 0.03, ¢ = 0.10 et ¢ = 0.25. Les
DQM, correspondant aux mouvements de chacune de ces bulles mesurés pour la méme température
T et pour le méme , sont strictement identiques [voir figure 6.9 (b)]. Ceci montre que la dépendance
du coefficient de diffusion effectif en fonction de € est uniquement liée a ’enveloppe de la bulle et

pas directement au confinement lui-méme.

On vient de voir qu’aux temps longs, les bulles diffusent comme des particules effectives libres
soumises a un bain thermique, et que leur DQM ne dépend que de la forme des bulles. Leurs
coefficients de diffusion devraient sécrire Dg = kgT'/(Mp~y) avec Mp la masse de la bulle calculée
équation (6.3). Dans la figure 6.10 (a) on compare le coefficient de diffusion mesuré & partir des
DQM des bulles obtenus par simulation (symboles pleins) a la valeur du coefficient de diffusion
kpT/(Mp~y) attendu, et ceci pour deux tailles de systémes différentes?. Cette comparaison ne
nécessite aucun parameétre d’ajustement, et ’accord est excellent. De plus on montre bien dans la
figure 6.10 (b) que les coefficients de diffusion mesurés pour les deux tailles de systéme retombent

sur la méme courbe, et cette courbe varie effectivement comme 'inverse de la masse effective de la

bulle Mg (e).

On remarque également que ces coefficients de diffusion sont cohérents avec I'image de marche
aléatoire tirée de la figure 6.5 (b). On peut en effet dans ce cas considérer que le mouvement de
la bulle résulte de sauts aléatoires, d’amplitude d (la distance moyenne entre particules), avec un
temps caractéristique 7, ce qui donnerait un coefficient de diffusion D ~ d?/(27). Par exemple,

d’apres la figure 6.5 (b) on a une estimation approximative de 7 ~ 5 s, et comme 7 = 5 10° K et

2. Comme il a été expliqué dans la section 5.3.1, le modele continu ne peut étre comparé aux systémes finis que si
la taille de la cellule est beaucoup plus grande que ’extension de la bulle. Les calculs de masse de bulles sont valides
pour N = 32 et N = 64, mais les systémes présentant seulement N = 16 particules sont trop petits. Cependant

comme le montre la figure 6.8, la phénoménologie reste identique.
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FIGURE 6.8 — Evolution du coefficient de diffusion Dy extrait a partir du comportement a temps
long du DQM de la bulle, et normalisé par le coefficient de diffusion d’une simple particule libre
Dy = kgT/(m7), en fonction du confinement €. On présente des données pour N = 16 et
L = 30 mm (en diamants verts), N = 32 et L = 60 mm (en triangles rouges) et N = 64 et
L =120 mm (en points bleus).

v = 1571, ceci correspond & Dg/Dy ~ 12, ce qui est du bon ordre de grandeur en comparaison
avec les données présentées figures 6.7 et 6.10.
En conclusion nous avons montré que le mouvement d’une bulle a temps long pouvait étre décrit

comme celui d’une particule effective de masses Mp(e) diffusant librement & la température 7.

6.4.3 Comportement a temps court des bulles

A temps court, les positions instantanées x;(t) et y;(t) de chaque particule i correspondent a
des variables aléatoires indépendantes. Dans ce régime le DQM est facilement calculable. Puisque
les particules fluctuent aléatoirement autour de leurs positions d’équilibre, Z; et 7;, on pose z;(t) =
T; + 0x;(t) et y;(t) = y; + dyi(t), avec les faibles fluctuations dz;(t) et dy;(t) qui sont telles que
(6x2(t)) = (kgT/m)t? et (5y2(t)) = (kgT/m)t*. Comme toutes les corrélations entre déplacements
des particules sont négligeables, on peut injecter directement ces expressions dans ’équation (6.8).

On obtient alors :

N — —\2 — N —
s 4 (z; — TB) yiz + Zi:1 yi4 kT

Az3(t)) = i=1 t 6.9
(Aak (1) ) 2 (©9)
i=1Yi
N —2
avec Tp = 721:]\} xz_y;
Z@':1yi

Comme attendu on retrouve que (Ax%(t)) varie comme ¢2 et est proportionnel & la température et
indépendant de 7. Ceci explique les parfaites superpositions a temps court présentées figures 6.6 (b)
et (d). De plus, on trouve une expression pour le préfacteur de la loi d’échelle en 2, qui peut étre
comparé aux mesures de simulation. Les figures 6.6 (b), 6.6 (d) et 6.9 (b) montrent sans aucun
parametre d’ajustement que l’équation (6.9) décrit tres bien les comportements & temps court
(typiquement ¢ < 0.1 s) du DQM des bulles. Soulignons également que le comportement en ¢

décrit ici ne correspond pas au régime balistique de la particule effective associée a la bulle, en
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FIGURE 6.9 — (a) : Trois configurations de bulles identiques obtenues ¢ d = L/N constant
pour trois jeux de paramétres différents (N, ¢€) : (16,0.25) triangles verts; (32,0.1) croix rouges;
(64,0.03) cercles bleus. On présente les configurations {x;,y;} (les deux longueurs en mm), avec
Uapex de la bulle placé au centre de la cellule. (b) : Evolution du DQM de la bulle (échelle Log,
en mm?) en fonction du temps (échelle Log , en s) pour les trois configurations de la figure (a),
et en utilisant les mémes symboles. La température est T = 5 10° K et le coefficient de friction
esty =1 s~ dans chaque simulation. La ligne pleine noire correspond au régime de diffusion
libre d’une bulle de masse Mp définie dans l'équation (6.3), la ligne en pointillé noire est le

régime balistique défini par 'équation (6.9), sans paramétres ajustables.

effet celui ci devrait s’écrire (kgT/Mp)t?, ce qui ne coincide pas numériquement avec les résultats

mesurés, ce qui est normal car la grandeur Mp n’est définie que pour des temps suffisamment longs.

6.5 Piégeage et mouvement activé des bulles a basse température

Le régime de basse température est atteint lorsque 1’énergie thermique kg1 devient plus petite
ou comparable a 'amplitude des modulations de I’énergie potentielle du systeme. Plus quantitati-
vement, on déduit & partir des figures 6.3 et 6.4 que AE(e) ~ 1071° nJ soit une température de
T ~ 10* K, ce qui correspond & une treés faible température dans notre systeme (les échelles d’éner-
gies pertinentes dans le probleme sont rappelées annexe A.5). Dans ce régime, les mouvements des
bulles deviennent sensibles au coiit énergétique modulé Ey(e, A) induit par leur translation le long

de la chaine de particules.

6.5.1 Piégeage et mouvement activé

Dans le cadre de notre description par une particule effective, la dynamique des bulles peut
étre interprétée comme le déplacement thermiquement activé d’une particule le long d’un potentiel
modulé de la forme Ep(e, A) [voir équation (6.7)].

Le mouvement d’une particule unique dans un potentiel extérieur périodique a été largement
étudié [40, 94, 92]. Lorsque AE(€) > kpT, la particule est piégée dans un puits du potentiel, menant
ainsi & une saturation du DQM. Au contraire quand AFE(e) et kT sont comparables, les fluctuations
thermiques de la particule peuvent permettre son mouvement au dessus de la barriere énergétique
AFE(€) entrainant finalement des déplacements de grande amplitude apres plusieurs sauts successifs,

le temps caractéristique entre deux sauts variant exponentiellement avec AE/(kgT) [94]. De tels
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FIGURE 6.10 — (a) : Evolution du coefficient de diffusion Dy, normalisé par le coefficient
de diffusion d’une simple particule libre Dy = kT /(m~), en fonction du confinement €, pour
N =32 et L =60 mm (en triangles rouges); et N = 64 et L = 120 mm (en points bleus). Les
symboles pleins correspondent auz coefficients de diffusion mesurés a partir des comportements
temps long des DQM, et les symboles ouverts correspondent au calcul du coefficient de diffusion
ksT/(Mgy) ot la masse My est donnée par Uéquation (6.3). (b) : Evolution en échelle Log-Log
de Dg/Dy en fonction de la masse de la particule effective adimensionnée par la masse d’une

particule dans le systéme, Mp/m. La ligne en tiret indique la valeur attendue de pente —1.

déplacement activés impliquent une diminution drastique du coefficient de diffusion par rapport a

celui d’une particule diffusant librement [40].

Cette phénoménologie peut étre retrouvée dans le mouvement des bulles a basse température.
La figure 6.11 (a) montre les trajectoires des bulles obtenues pour quatre températures différentes,
augmentant de haut en bas, et correspondant & quatre dynamiques de bulle différentes. Pour T' =
10% K, la bulle reste immobile autour d’une position correspondant & une configuration minimisant
I’énergie potentielle du systeme. Pour des températures légerement plus élevées, on observe des
sauts discrets de la position de la bulle entre minima successifs du potentiel. Pour 7' = 5. 10° K un
seul saut est observé pendant la séquence présentée tandis que pour T = 7. 105 K plusieurs sauts
sont observables. Ces observations sont en bon accord qualitatif avec le comportement attendu dans
le cadre du mouvement d’une particule effective dans la gamme de température intermédiaire pour
laquelle des sauts discrets se produisent, avec un temps caractéristique entre deux sauts diminuant
avec la température. Enfin pour 7' = 2. 107 K la température est suffisamment élevée pour que la

bulle ne soit plus piégée et sa trajectoire devient celle d’une particule libre.

Les DQM des bulles (Az%(t)) associés a ces trajectoires sont présentés figure 6.11 (b). Pour la
température la plus faible (7' = 10° K) le DQM est saturé puisque la bulle est piégée aux temps
longs. Au contraire pour les températures intermédiaires (7' = 5. 10 K et T' = 7. 10° K), le DQM
varie comme t a temps long apres un régime intermédiaire correspondant au piégeage de la bulle.
La durée de ce régime intermédiaire, comme le temps caractéristique entre les sauts, décroit avec
I'augmentation de la température [40]. Et enfin, pour la température la plus élevée (T' = 2. 107 K)
le DQM varie comme ¢ de la méme manieére qu’une particule libre, avec le coefficient de diffusion

Dg = kT /(Mp~) calculé dans la section 6.4, comme le montre la ligne noire dans la figure 6.11 (b).
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FIGURE 6.11 — Gauche : évolution de la position de la bulle xp (en mm) en fonction du temps
(en s), pour un systéme de N = 64 particules dans une cellule de L = 120 mm avec v =1 s~ 1.
Pour les figures du haut le confinement est e, = 0.085 et tel que AE(e;) = 7.9 1070 nJ. Pour
les figures du bas le confinement est €, = 0.093 et AE(e,) = 1.0 10710 nJ. Les températures sont
T =10% K (en points cyans), T = 5. 105 K (en carrés vert), T = 7. 10° K (en triangles rouges)
et 2. 107 K (en diamants bleus). Droite : évolution des DQM correspondants (Ax3(t))/(ksT)
(échelle Log, en s* kg~') en fonction du temps (échelle Log, en s).

Tous ces comportements sont en accord qualitatif avec la description du mouvement des bulles
comme celui d’'une particule effective de masse Mp dans un potentiel périodique extérieur. Ce-
pendant, le confinement e dans la figure 6.11 (a) correspond a une amplitude de modulation de
I'énergie potentielle équivalent & une température de 7 ~ 7.7 10* K. Il semble donc que le calcul
des hauteurs de barrieres de la modulation de I’énergie potentielle décrit section 6.2.2 sous-estime

I’amplitude des modulations.

6.5.2 Diffusion libre pour des valeurs spécifiques du confinement

Dans la sous-section 6.2.2 nous avons mis en évidence une remarquable variation de 'amplitude
de modulation de I'énergie potentielle, qui s’annule pour des valeurs spécifiques de confinement
transverse [voir figure 6.4]. Afin de valider notre description des mouvements a basse température
on se restreint maintenant a des valeurs de confinement proches d’une de ces valeurs spécifiques €,

telle que AE(e*) = 0 et pour lesquelles on s’attend a retrouver une diffusion libre.

Sur les figures 6.11 (c) et 6.11 (d), on présente des données de simulation obtenues pour un

confinement présentant une tres faible barriere AFE(e), et ce pour les mémes températures que
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celles présentées figures 6.11 (a) et 6.11 (b). Pour T'= 5. 10° K, T'= 7. 105 K et T = 2. 10" K
les trajectoires sont tres similaires et ressemblent a celles d’une particule diffusant librement. Ceci
est confirmé par les courbes de DQM qui montrent que (Az%(¢))/(kgT) ne dépend pas de la
température [voir figure. 6.11 (d)]. Cependant pour la plus basse température, plusieurs sauts ont
lieu durant la simulation, ce qui montre que la bulle n’est plus piégée dans un puits du potentiel
périodique, a l'inverse du cas figure 6.11 (a). Le DQM de la bulle est alors intermédiaire entre
celui d’une diffusion libre et d’une particule piégée et on retrouve aux temps longs un coefficient de

diffusion bien plus faible que celui attendu pour la diffusion libre.
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FIGURE 6.12 — Evolution du DQM de la bulle (Az3(t)) (échelle Log, en mm?) en fonction du
temps (échelle Log, en s) pour un systéme de N = 64 particules dans une cellule de longueur
L = 120 mm et une température de T = 10° K et v = 1 s71. (a) : Pour les confinements
€1 = 0.12 (points verts), e = 0.13 (diamants cyan) et e3 = 0.134 (triangles bleus). (b) : Pour
les confinements ea = 0.134 (triangles bleus), e = 0.138 (diamants violets) et e3 = 0.145 (points
rouges). La ligne pleine noire correspond au comportement diffusif d temps long avec D =
kpT/(Mgp7v). En dessous sont représentées les configurations prises par le systéme minimisant
l’énergie associées a chaque confinement, de gauche a droite par ordre croissant de €. Les lignes
pointillés noires indiquent les plans de symétrie miroir, et les croix noires indiquent les centres

de symétrie d’inversion.

Plagons nous maintenant au voisinage d’un des zéros de AE(e) [e = €2, voir figure 6.4 (a)], en
considérant des confinements compris entre ¢; < € < €y et puis compris entre €2 < € < €3 afin
d’explorer toute I'amplitude AE/(€) entre un maximum (€; ou €3) et un zéro (e2). Notons que pour
cette faible variation de confinement les enveloppes des bulles sont quasi-identiques et correspondent
a4 une méme masse de la bulle Mp. Les DQM correspondant (Az3(t)) sont présentés figure 6.12.
Comme dans le cas précédent, pour le confinement ¢ = €3 tel que AE(ez) ~ 0 le DQM varie
uniquement comme ¢ alors que pour les autres valeurs de confinement pour lesquelles AE(e) > 0 le

DQM est saturé. Les valeurs de saturation du DQM et les temps caractéristiques auxquels elles sont
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atteintes augmentent lorsque € passe de €1 a €2, ce qui est cohérent avec le fait que AE(e) < AE(e;)
[voir figure 6.12 (a)]. Dans la figure 6.12 (b) les valeurs de saturation du DQM et les temps auxquels
elles sont atteintes décroissent lorsque e passe de €5 a €3, ce qui est de nouveau en accord avec le
fait que AFE(e) < AFE(e3). Avant saturation le DQM présente un comportement en Dpgt, avec le
méme coefficient Dp = kT /(Mp~y) pour chaque ¢, ce qui confirme bien le fait que les enveloppes
des bulles sont tres semblables, comme le montrent les configurations en bas de la figure 6.12. On
remarque également que, comme attendu, la symétrie des configurations en bulles change lorsque
le confinement croise un zéro de AE(e). Les configurations présentées figure 6.12 montrent bien
que pour €1 < € < €9 elles présentent une symétrie miroir, alors que pour €5 < € < €3 elles ont une

symétrie d’inversion ponctuelle.
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FIGURE 6.13 — (a) Evolution des valeurs de saturation des DQM (Ax3(t)) (en mm?) en
fonction du confinement €, pour N = 64 particules dans une cellule avec L = 120 mm. (b)
Evolution de l'amplitude de la barriére AE(e) (en 10~7 nJ) en fonction du confinement e (voir le
texte pour la méthode de calcul). Dans les deuz figures la symétrie de la configuration minimisant
Iénergie, est respectivement indiquée en bleu pour les symétries par un plan vertical (VP) et en

rouge pour les symétries par un point d’inversion (IP).

Cette analyse autour d’'un zéro de AE(e) peut étre étendue pour toute la gamme de confinement
présentée figure 6.4 en étudiant systématiquement les valeurs de saturation des DQM des bulles,
(Ax%)sat et les symétries des configurations correspondantes. Les résultats sont présentés figure 6.13.
On observe une série de pics de la valeur de saturation du DQM régulierement espacés. Ces pics
sont associés a des valeurs tres faibles de AE(e). Dans la table 6.1 on présente les valeurs de
confinement pour lesquels ces pics ont lieu & partir de la figure 6.13 et on les compare avec les zéros
de AE(e) prédits a partir de la figure 6.4. On observe que les deux jeux de valeurs numériques sont
pratiquement identiques. De plus, le changement alternatif de symétrie de la configuration prédit
dans la figure 6.4 est en effet observé comme le montre la figure 6.13.

Enfin les valeurs de AFE(e) peuvent étre estimées & partir des valeurs de saturation des DQM
des bulles. Pour une particule unique piégée dans un minimum du potentiel sinusoidal E, (e, A)
[voir équation (6.7)], la valeur de saturation s’écrit alors (Ax?)s = kpTd? /(472 AE). Les valeurs
estimées pour AE(e) sont présentées figure 6.13 (b). Cette figure est en accord qualitatif avec celle
attendue figure 6.4 cependant les barrieres énergétiques mesurées sont deux ordres de grandeur plus

élevées. Malgré ce désaccord numérique sur les hauteurs de barriere, les mouvements des bulles a
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basse température sont tres bien décrit comme ceux d’une particule effective de masse Mp dans un

potentiel périodique extérieur.

‘ € ‘ €num ‘ O€num ‘
0.075 | 0.068 | + 0.003
0.094 | 0.093 | 4+ 0.001
0.114 | 0.112 | £ 0.003
0.133 | 0.136 | 4 0.002
0.153 | 0.155 | 4 0.002
0.172 | 0.175 | 4+ 0.002
0.190 | 0.196 | 4+ 0.002
0.216 | 0.215 | £ 0.001

TABLE 6.1 — Colonne de gauche : zéros de AE(e), voir figure 6.4 (a). Colonne centrale :
positions des pics dans les valeurs de saturation de DQM de la bulle, voir figure 6.13 (a).
Colonne de droite : estimation de la barre d’erreur sur les positions des pics, déduites a partir

de leurs largeurs.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes concentrés sur la dynamique de structures en bulles, décrites
par une onde solitaire, lorsque le systeme est couplé a un bain thermique.

Ces bulles sont stables sur une large gamme de température.

A haute température, leur mouvement thermique présente toutes les caractéristiques de la dif-
fusion d’une particule libre. Le coefficient de diffusion décrivant ce mouvement est donné par
Dp = kpT/(Mp~y), ou Mp est la masse de la bulle qui est déterminée analytiquement & partir
de la forme normale.

A cause du caractere discret du systeme, a chaque position de I'’enveloppe de la bulle le long
de la chailne de particules, caractérisée par la position de son apex, les particules adoptent une
configuration spécifique. Ce changement de disposition des particules le long de I’enveloppe de la
bulle induit une modulation périodique de I’énergie potentielle du systeme. L’amplitude de cette
modulation dépend fortement du confinement transverse et tend vers zéro pour une série de valeurs
régulierement espacées de confinement.

Si cette modulation de I’énergie potentielle du systéme ne joue aucun role & haute température,
nous avons montré qu’a basse température les conséquences physiques de ce potentiel étaient im-
portantes. Lorsque 'amplitude des modulations est non nulle les bulles sont piégées a tres basse
température dans des minima de potentiel et leurs DQM saturent. A température intermédiaire
les bulles diffusent par sauts aléatoires d’un minimum a 'autre, de telle sorte que le DQM varie
comme t a temps long, et apres un régime intermédiaire correspondant au piégeage temporaire des
bulles. Pour les valeurs spécifiques de confinement telles que I’amplitude de la modulation s’annule,
la bulle retrouve un comportement de diffusion libre méme a tres basse température.

Les zéros de 'amplitude de modulation mesurés a partir des simulations sont en tres bon accord
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avec les calculs d’énergie des configurations discretes. A partir de 'analyse des variations de valeurs
de saturation du DQM en fonction du confinement €, nous avons pu estimer 'amplitude de la
modulation du potentiel. Sa dépendance en fonction du confinement est en accord qualitatif avec

le modele toutefois les valeurs numériques de hauteurs de barriere sont plus grandes qu’attendues.
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Chapitre 7

Interaction entre bulles
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7.1 Introduction

Pour des confinements intermédiaires le systeme présente également des configurations mé-
tastables constituées de plusieurs bulles. Lorsque le systeme de particules est couplé a un bain
thermique, ces configurations a plusieurs bulles transitent rapidement vers des configurations plus
simples d’équilibre avec une seule bulle, les bulles les plus fines disparaissant au profit des bulles
les plus étendues. Au cours de ce processus de réorganisation, le systeme adopte le plus souvent
une configuration transitoire avec deux bulles identiques présentes dans le systeme [voir figure 5.7].
Le but de ce chapitre est de discuter en détails I'interaction entre ces deux bulles et de décrire les

processus menant a leur réorganisation vers une bulle unique.

Un grand intérét a été porté a la formation d’ensemble de structures localisées dans le contexte
général des instabilités dans les systémes étendus [27]. Sous certaines conditions, ces structures

peuvent étre décrites par des solitons ce qui permet une caractérisation complete de I'interaction

125
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entre structures localisées [43]. Cependant I'intégrabilité complete des équations aux dérivées par-
tielles (EDP) non linéaires est rare, et le plus souvent les structures non linéaires sont décrites
comme des ondes solitaires et non des solitons, de sorte qu’il est nécessaire d’utiliser des méthodes
perturbatives pour calculer leur interaction [86, 45, 46, 44, 27]. De plus le lien entre les équations
« microscopiques » du systeme (par exemple les équations de Navier-Stokes dans le contexte des
structures de convection) et les EDP décrivant les structures est difficile a établir quantitative-
ment [27]. Dans ce chapitre, nous montrerons que de notre systéme permet d’étudier I'interaction
entre structures non linéaires a partir d’'un développement direct de 'interaction « microscopique »
entre particules, de facon a déduire analytiquement tous les coefficients de l'interaction explicite-

ment.

Pour des systemes discrets présentant une paire de bulles, deux types de systéemes doivent
étre considérés suivant le nombre de particules situées entre les deux bulles. Lorsque ce nombre
est pair, toutes les particules entre les bulles ont la possibilité de se réorganiser en quinconce
sans contrainte en se déplacant transversalement dans une direction opposée alternativement [voir
figure 7.1 (a)]. Ces systemes seront dit Non Frustrés (systemes-NF). Au contraire, lorsque le nombre
de particules entre les configurations bulles est impair, les contraintes géométriques provoquent un
défaut topologique [voir la boite noire figure 7.1 (b)] qui implique qu’au moins une particule ne peut
pas prendre une position compatible avec une configuration complétement en quinconce (méme
modulée). Ces systemes seront appelés Frustés (systémes-F). Cette distinction est essentielle pour
analyser la dynamique de réorganisation des bulles, les forces effectives ressenties par les bulles et les
processus impliqués dans la réorganisation des paires de bulles étant différents pour les systemes-NF

et les systemes-F.

La réorganisation d’une paire de bulles vers une simple bulle peut se faire par deux mécanismes
distincts. Le premier se produit seulement dans les systemes-NF. Au cours de ce processus, les
bulles se rapprochent, entrent en contact et fusionnent en une bulle unique. C’est le processus de
coalescence. Il domine la dynamique de réorganisation vers ’équilibre dans les systemes-NF' a basse
température. Dans le second mécanisme, une des deux bulles disparait au profit de 'autre qui
s’étend, les positions des deux bulles restant essentiellement inchangées au cours de ce processus.
Ce processus est appelé processus de collapse. 11 est le seul qui soit accessible aux systemes-F, et
correspond au processus dominant la dynamique de réorganisation pour les systemes-NF a haute

température.

Dans la section 7.2, on calculera l'interaction effective entre deux bulles dans le cadre du modele
continu développé chapitre 3. On utilisera une approche formelle pour calculer cette interaction,
et on discutera les principaux ingrédients physiques a 'aide d’un développement plus simple de
I’énergie d’interaction permettant de comprendre la différence entre systemes-NF et systemes-F. Les
véritables mouvements de bulles en interaction obtenus par simulation seront présentés section 7.3
et comparés aux prédictions théoriques. En particulier, on mettra en avant le role limitant de la
modulation périodique AFE dans I'interaction entre bulles. Enfin section 7.4, nous discuterons des
processus de coalescence et de collapse plus en détails.

Ces résultats font 'objet d’un article en cours de révision, soumis au journal Phys. Rev. F.
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7.2 Interaction entre bulles

7.2.1 Configurations Non Frustrées et Frustrées de paires de bulles

Dans le cas d’une configuration présentant une paire de bulles, il est important d’examiner la
compatibilité des positions relatives des particules par rapport a chacune des bulles.

Pour mieux préciser cette idée, considérons tout d’abord une configuration schématique des deux
bulles zigzag dans un systeme-NF. Si 'on considere que les bulles se rapprochent, chaque bulle
impose un déplacement dans la méme direction aux particules indexées par un nombre pair et dans
la méme direction mais de sens opposé a celles indexées par un nombre impair. Les particules entre
les bulles peuvent donc s’écarter de 'axe de confinement et prendre des positions satisfaisant ’ordre
imposé par une configuration zigzag modulée [voir figure 7.1 (a)]. A Tinverse si on considére deux
bulles dans un systeme-F et si de la méme maniere on rapproche les bulles I'une de ’autre, chacune
d’elles impose a chaque particule un déplacement dans une direction opposée. Par conséquent,
la particule centrale située entre les deux bulles reste le long l'axe de la cellule [voir la boite
noire figure 7.1 (b)]. Cette particule apparait ici comme un défaut topologique qui interdit alors
la réorganisation en un seul zigzag modulé. Il est important de remarquer que dans une cellule
cyclique avec un nombre pair de particules, il existe nécessairement deux de ces défauts topologiques,
I’'un dans chaque domaine séparant les bulles les unes des autres. Cet effet de frustration est une
conséquence directe du caractere discret du systeme, dont nous allons voir qu’il peut étre incorporé

de maniere ad hoc dans la description continue de l'interaction.
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FIGURE 7.1 — Représentation schématique des configurations des particules pour un systeme-NF

en (a) et pour un systéme-F en (b). Dans les deux schémas les signes + bleus (respectivement

signes X rouges) représentent les positions virtuelles des particules en présence uniquement de la

bulle de gauche (respectivement de droite), les cercles ouverts noirs correspondent aux positions

réelles des particules en présence des deux bulles et les lignes en tirets cyans correspondent au

déplacement analytique transverse présenté équation (7.1). Dans la figure (b) la boite noire met

en avant la position du défaut topologique.
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7.2.2 Interaction entre bulles dans le modeéle continu

Nous allons déterminer dans cette sous-section la force d’interaction entre bulles & partir de leur
description en ondes solitaires.

On donnera tout d’abord [voir sous-section 7.2.2.1] une description du mécanisme physique res-
ponsable de la force d’interaction entre bulles. Pour cela nous déduirons la force d’interaction entre
bulles a partir de 1’énergie potentielle du systeme calculée en superposant simplement l'influence
des deux bulles.

Nous montrerons ensuite [voir sous-section 7.2.2.2] que les expressions obtenues pour la force
d’interaction entre bulle sont retrouvée avec un calcul rigoureux de la force entre deux bulles, en

utilisant le formalisme général développé par Elphick, Meron and Spiegel [46].

7.2.2.1 Meécanisme physique sous-jacent a ’interaction entre bulles

Afin de prendre en compte la différence entre les configurations zigzag et zagzig des bulles, on

écrit simplement le déplacement transverse h(i) de la i*™° particule comme :

h(i) = (—1)° [HL (z + g) + Hp (z - g)} : (7.1)

ou le signe + correspond aux systemes-NF et le signe — correspond aux systemes-F. Puisque le

champ ¢ dépend seulement du carré du déplacement transverse [voir équation (3.21), on pose :

o(i) = oy, <¢+§> +dp <z’—§>, (7.2)

a la fois pour les systemes-NF et les systémes-F. Cette description pour les systemes de paires de
bulles correspond aux configurations présentées figure 7.1 avec les configurations des bulles et les

enveloppes correspondantes calculées.

Dans cette description, on estime la densité d’énergie potentielle du systeme comme la superpo-
sition des déplacements associés aux deux bulles et en négligeant tous les termes plus petits que le
produit Hy, Hp, qui sont exponentiellement faibles pour une grande distance D [voir équation (5.11)].

On obtient alors :
ep =ep+ep FBzzeH Hrta3(2—a) (HiHg + H Hy) £ HiHp £ a5 (HHp + H HY,) , (7.3)

ou les symboles primes indiquent les dérivées en z, et ou on a utilisé I’équation (3.21) qui donne
<1>’L7R = —aH%’R, et elLD’R désigne la densité d’énergie potentielle d’une bulle unique {L, R}, qui
est déduite de I’équation (3.17). L’énergie potentielle de la configuration avec deux bulles est alors

obtenue en intégrant selon 'axe x, et donne :

Ent = BLE+EE+ (7.4)
o0 o0
4+ / [—ﬁZZeHL +as(2 — oz)H% + a5H2 — HZ] Hgrdx £ / [a3(2 — oz)H% + a5H153] H;dx,
—0o0 —0o0

Puisque Hy, est une solution de la forme présentée équation (5.9) de I’équation (3.20), il est facile

de voir que la premiere intégrale s’annule. Pour l'intégrale restante, on utilise ’approximation
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consistant & replacer Hj par son expression asymptotique Hj ~ ]Tlexp[—w/—ﬁzze (x + D/2)].
L’énergie potentielle s’écrit maintenant :

~ oo

CH e [ (a0 aVH 0+ asH o) e
Nerrrr /[3(2 VH(w)” + asH (w)’] e duw, (7.5)

—00

Ext=FL 4+ EE 4

avec w = /—fzz¢e(x — D/2). Ce changement de variable montre clairement que I'intégrale restante
est indépendante de D. A cause de Dinvariance par translation du systeme, 1’énergie potentielle de

chaque bulle est égale, F5 = Eﬁ, et ne dépend pas de la distance D non plus.

Lorsque l'intégration est réalisée en utilisant 1’équation (5.7), on obtient I’énergie potentielle

d’interaction entre les deux bulles comme :

, e
Ep*(D) = F8v —52261 -l Pzzel (7.6)

Puisque I'énergie décroit exponentiellement avec la distance D, il est naturel de choisir la constante
d’intégration telle que cette énergie s’annule lorsque les bulles sont infiniment éloignées. On trouve

alors I’expression de la force exercée par la bulle gauche sur la droite comme :

dEint h2
_d—ll)D = FFoe V77D avec Foy=-8Bzz6——— > 0. (7.7)

F(D) = —
Cette expression de la force montre que 'intensité de I'interaction entre bulles dépend uniquement
de leur distance.

Puisque les bulles ne sont visibles que pour des valeurs négatives de ¢, cette équation corres-
pond a une force d’interaction attractive entre les bulles pour les systemes-NF | et a une force
d’interaction répulsive pour les systemes-F. Nous allons voir dans la suite que ce résultat peut étre
obtenu de maniere formelle comme la condition de solvabilité d’un développement perturbatif de
la superposition des ondes solitaires décrivant les bulles.

A partir de ces expressions de la force d’interaction, on obtient I’équation d’évolution de la

distance entre les deux bulles, D(t) :

D N T _ h
MBW = F2Fe avec Jo = —8ﬁzzel _— > 0. (7.8)

Pour une interaction attractive, en considérant que les conditions initiales sont telles que D(t =

0) = Do et dD/dt|;—gpy = 0, on trouve aprés intégration que :

1/2
2 N~ F
D(t) = Dy + ———=1og |cos _V=Pzz¢%0_ t|. (7.9)
V—0Bzz¢€ MpeV—PzzeDo
Les bulles fusionnent lorsque D(tmax) = 0, ce qui arrive au bout d’un temps .y qui s’écrit :
A Mp exp(v—fzz¢Do) v arccos |exp _V=Pzz¢lo (7.10)
- V=Bzz¢Fo 2 ‘ ‘

Ce résultat ne peut étre qu’approximatif, car le calcul réalisé ici suppose que les bulles soient suffi-
samment éloignées, ce qui est une approximation de moins en moins bonne avec le rapprochement

des bulles.
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7.2.2.2 Dérivation rigoureuse de I’interaction entre structures localisées

Dans cette partie, on calcule perturbativement I'interaction entre deux bulles en utilisant la mé-
thode générale développée par Elphick, Meron et Spiegel [46] (noté par la suite EMS). Une excitation
solitaire d’un systeme non linéaire d’équations aux dérivées partielles & une dimension d’espace et
une dimension temporelle est nécessairement la solution d’un systéme dynamique analogue. L’ex-
citation solitaire correspond alors & une solution de période infinie de ce systeme dynamique et par
conséquent a une orbite homocline [46, 70] qui connecte un point fixe a lui-méme [voir figure 5.9].
Une onde solitaire décroit alors de maniere générale exponentiellement a l'infini. Pour notre sys-
téme le lien entre la solution explicite en bulle équation (5.9) et un systéme dynamique analogue a
été montré en détail dans la section 5.3.1, et I’équation (5.11) montre clairement le comportement

asymptotique exponentiel évoqué ici.

Une paire d’ondes solitaires ne constitue pas une solution exacte du systeme Lagrangien, et
il est nécessaire de prendre en compte les interactions non linéaires entre les deux structures.
Cependant, si celles-ci sont séparées par une grande distance notée Dy (Do > 1/v/—Bzz€), lorsque
I’amplitude d’une bulle est maximum "amplitude de la seconde est exponentiellement faible. C’est

pourquoi, EMS [46] suggerent un calcul perturbatif de l'interaction entre structures, en prenant
1 = exp(—+v/—Bzze Dy) comme petit parametre.

Afin d’adapter la méthode de EMS & notre probleme, on consideére une bulle gauche {¢r, Hy},
centrée en —Dy/2 et une bulle droite {¢pr, Hr}, centrée en +Dg/2, avec l'origine de 'axe x placé
au milieu des bulles. Leur superposition va étre différente pour un systéme-NF ou un systeme-F.
Comme nous venons de le voir le signe du déplacement transverse doit alterner strictement pour
un systéeme-NF (deux bulles en zigzag) alors qu’un défaut topologique doit apparaitre pour deux
bulles dans un systéme-F (une bulle en zigzag (+ bleus) et une bulle en zagzig (x rouges), voir
figure 7.1 (b)). La bulle en zagzig peut donc étre décrite par des déplacements transverses de signes
opposés par rapport a la bulle en zigzag.

On cherche donc des solutions sous la forme :

th(ﬂ:%—% —¢L(7)) :l:H(:c—% —Q,Z)R(T)) +nRy(x,7) = Hy + Hr + nRp, (7.11)
¢:‘I)(CC+%—¢L(T)) +(I)(CC—%—¢R(T)) +nRy(z,7) = @, + P + nRy.

Ici {H;(x), ®;(z)}, sont des solutions stationnaires des équations (3.19) et (3.20), de la forme pré-

sentée équation (5.9), ou lindice ¢ € {L, R} (correspond respectivement & gauche et droite), tel

H; Nip(Hi, @)\ (0
g<¢i>+ ( N¢<Hi,q>i>> - <0> .12

avec la définition évidente de l'opérateur linéaire £ et des parties non linéaires N, (H;, ®;) et

que :

Ny(H;, ®;) a partir de la densité de Lagrangien équation (3.17).

L’origine étant prise au milieu des deux bulles, qui sont initialement séparées d’une distance Dy,
et puisque la superposition des deux bulles ne peut étre une solution exacte, on autorise un faible
mouvement des deux bulles aux travers des fonctions ;(7). On inclut également les deux termes

restant nRy, et nRy. L’échelle de temps lente est choisie comme 7 = n'/2t. EMS [46] ont réalisé un
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choix d’échelle de temps différent & cause du caractére sous-amorti de leur modele, ce qui n’est pas

le cas ici comme le montrent les équations (3.19) et (3.20).

Ensuite 'ansatz présenté équation (7.11) est injecté dans le systeme d’équations (3.19) et (3.20).

Le développement des termes dérivés en temps donne :

0’R . . . .
Pt (H — Hydy + ik F Hyde) (7.13)
et o2
R ) . ) ;
S + 0 (PR — @i+ ¥R — Oie) (7.14)

Puisque H; et ®; sont des fonctions avec seulement un argument, pour simplifier les notations on
écrit les dérivées par des symboles primes. Et puisque 1); est une fonction de 7, on écrit ses dérivées
avec des points.

L’étape suivante du développement consiste a développer les termes non linéaires en puissance
de 7. Pour cela on utilise, comme le proposent EMS [46], ce qui est appelé la « Superposed Pulse
Approximation ». L’étape essentielle de cette approximation est de remarquer qu’a la position
x = —Dg/2 (respectivement. © = +Dg/2) la valeur de Hp (respectivement Hp ) est d’ordre O(n)
et que les fonctions N}, et Ny sont des sommes de monomes en h, ¢ et leurs dérivées. Pour réaliser
le développement de maniére rigoureuse, il faut considérer que pour ¢ # j et un exposant donné a,
HlH} = On) et Hf(b;a/Q = O(n®) car <I>;- = —aHJZ. Par conséquent, en prenant en compte que
{H;(x),®;(z)} est solution de I’équation (5.9), on trouve a 'ordre dominant :

WD) (L ) a5
Ry BL07 ~ @+ i~ i |
1 <a3 [6(+H2HR + HLH;) + H ) + Hp®,| — 5as(+HEHp + H;%HL)> +Om),

+- / /
n iag(HLHR—l-HRHL)

ou opérateur linéaire H est :

2 o (B0 (H} + HE) + a3(®, + @) + Sas (Hf + Hpy)  as(H = Hr)F; (7.16)
—ag [H} + Hy + (Hy + Hg) 2] 0 |

Afin d’étre cohérent, les termes de correction n(Rj,, Ry) dans I'équation (7.11) doivent étre petits,
de telle sorte que les champs R; doivent étre finis partout. Cette contrainte décrit la condition de
solvabilité pour la méthode perturbative a partir du théoréeme de Fredholm [81], le membre de droite
de I’équation (7.15) doit étre orthogonal au noyau de 1’adjoint de Popérateur HT, qui est défini &
I’aide du produit interne habituel pour des fonctions vectorielles & support fini, par la relation :

o o
/ P (HR)dz = / (H'P) - Rdz. (7.17)
—0o0 —0o

De plus, le développement perturbatif nécessite seulement que 'orthogonalité soit valable & ’ordre

O(n). On peut alors considérer les opérateurs linéaires suivant :

6asH? + as®), + SasH} asHp 2
Hp=—L + (07RO ORTL e (7.18)
—a3(HL+HL%) 0
6as H? &, + basHEY +asHp-2
Hp— L + as R+a,3 R+ 8@5 R a3llR g, (7‘19)
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L’intérét d’introduire ces deux opérateurs est double. D’une part, en intégrant par parties, et en
utilisant les conditions aux bords H;(+o0) = 0 et ®(+o0) = 0, on peut vérifier que ces opérateurs
sont auto-adjoints. Par ailleurs, a cause de l'invariance par translation des équations (3.19) et (3.20)
sous-jacentes, on sait que le vecteur des fonctions (H/, ®}) est un vecteur propre du noyau de H,;,
ce qui peut étre vérifié en prenant la dérivée en x de I’équation (7.12). On connait donc le noyau de
leur adjoint, ce qui n’est pas le cas de 'opérateur H. Mais cela suffit pour nos calculs, car lorsque
HT est appliqué au noyau de Hy, et Hp il est facile de voir que le résultat est d’ordre 7.

La cohérence de l'ansatz équation (7.11) est alors assurée si I'on choisit les fonctions 1y, et g
de maniere a ce que le produit interne du membre de droite de I’équation (7.15) avec les noyaux
de Hp et Hp soient tous les deux d’ordre O(n). Pour étre plus spécifique, on considere le produit
interne avec le noyau (H,®7) de Hr. Les termes qui impliquent ¢ sont au moins d’ordre O(n)
et peuvent étre abandonnés. Ensuite les termes H; HY; et @) @ sont des dérivées exactes, et ne

contribuent donc pas a l'intégrale a cause des conditions aux bords. Enfin en utilisant la relation

P = —oij%, et en intégrant par partie, on peut écrire I’équation résultante comme :
o 2 o o
. . a a — a
/ (H’L2 +<I>’LQ) dz | ¢, = Mpir, = i% / H} Hlpdz F ;5 / HiHpdz,  (7.20)
oo e e

ou on a identifié la masse effective de la bulle a 'aide de 1'équation (6.3).

Pour calculer les intégrales restantes, on suit toujours EMS [46]. En remarquant que l'influence
de la bulle gauche Hj, ne prend des valeurs significatives que pour z &~ —Dy/2, on peut remplacer
HY, par sa valeur asymptotique pour < Dy/2. Alors, en incluant les arguments des fonctions, on

trouve :

n 2

17 i D n_
; / HPHhpdz = = / H(ac—i——o—w,;) H/=BzzeeVPzze@=Do/2=VR) 4u. 1 O(n)7.21)
= ﬁeVBZZE(wLwR)/H(w)”ewdw,

ot1 on a simplifié par n = e~ P0V=822¢ et ol on a posé w = /—Pzze(x + Do/2 — U1). A partir des
expressions connues équation (5.9) de H(w), on obtient M pibp = £ Fge VPzz€Wr—VL) on Fy a
été introduit équation (7.7). Le produit interne du membre de droite de I’équation (7.15) avec le
noyau de Hp donne de maniere similaire ’équation, MB&R = T Fye vV Pzze(Wr—vr)

A partir de ces deux résultats, on déduit ’évolution temporelle de la distance D entre les deux
bulles, qui s’écrit D = Do + ¢ — 1. L’échelle de temps physique ¢ est telle que d?>D/dt? = nD,
avec 1 = exp(—+/—Bzz€Dy), et on trouve alors :

d’D h?

= F2Foe V22D avec Fo= —8Byze——— > 0. (7.22)

Meo ™
B a2 1—x2

On retrouve avec cette équation I'expression obtenue précédemment pour 1’évolution temporelle de

la distance entre les bulles [voir équation (7.8)].
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7.2.3 Modulation de I’énergie potentielle d’interaction

Un potentiel additionnel doit étre ajouté a ce potentiel d’interaction entre bulles E}Et(D). En
effet comme pour le déplacement d’une seule bulle, la réorganisation des particules au cours du dé-
placement de I’onde solitaire le long de ’axe de la cellule induit une faible modulation périodique de
Iénergie potentielle du systeme. Cette modulation est tres bien décrite par une fonction sinusoidale
d’amplitude AE(e) [voir chapitre 6] et de période 2 (puisque d est pris comme unité de distance)

et 'amplitude de modulation est doublée. L’énergie potentielle complete s’écrit donc :
Ep(D,¢) = EBY(D) + 2AE(e)sinwD. (7.23)

Cette énergie est tracée figure 7.2. A courte distance, ’énergie potentielle est completement dominée
par l'interaction entre bulles, mais celle-ci décroissant exponentiellement, la modulation du potentiel
liée au caractere discret devient dominante a grandes distances comme le montre l'existence de

minima locaux d’énergie [voir insert figure 7.2].

55 60 65 70
D (mm)

35 40 45 50 55 60 65 70
D (mm)

FIGURE 7.2 — Evolution de Iénergie potentielle d’interaction modulée [en 1075 nJ ; voir équa-
tion (7.23)] en fonction de la distance entre les bulles (en mm). L’insert correspond d un zoom

sur le comportement a grande distance qui présente les minima locaux de ’énergie.

7.3 Mouvements des bulles a température nulle

Dans cette section, nous allons discuter les mouvements déterministes d’une paire de bulles.
On compare I'analyse théorique présentée a des simulations de dynamique moléculaire réalisées a
température nulle. Les conditions initiales considérées correspondent a des configurations présentant
une paire de bulles éloignées d’une distance Dgy. Les détails concernant la préparation minutieuse
des conditions initiales présentant des paires de bulles sont présentés en annexe A.6.

Puisque les forces d’interaction ont des signes opposés entre les systemes-NF et les systémes-F,

on discutera successivement ces deux types de systeme.

7.3.1 Mouvement de bulles dans des systemes-NF

On considere un systeme-NF de deux bulles a température nulle et leur mouvement sans dis-
sipation. Des que la distance initiale Dy entre les bulles est telle que d| (dE}?t/dx)Do | > AE(e),
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il n’y a plus de minima locaux d’énergie et 'interaction entre les deux bulles est attractive. On
présente dans la colonne de gauche de la figure 7.3 plusieurs instantanés d’un systeme-NF pris a
différents temps. Ces trois instantanés mettent en évidence I'interaction attractive entre les bulles,
et le commencement de la fusion entre les deux bulles '. On compare aussi ces structures & ’ansatz
présenté équation (7.1). On voit que cette approximation est en tres bon accord avec 1’enveloppe
des bulles lorsque celles-ci sont éloignées, mais on remarque que ’accord se détériore au cours du

processus de fusion.
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FIGURE 7.8 — Images instantanées des configurations prises par les particules (les deuz axes en
mm) pour un systéme-NF' (a gauche) et pour un systéme-F (4 droite). Pour le systéme-NF, les
configurations sont présentées aux temps 0.0 s (a), 9.0 s (¢) and 10.8 s (e). Pour le systéme-F
les configurations sont présentées aux temps 0.0 s (b), 5.0 s (d) and 10.0 s (f). Dans les deux
systémes, il y a N = 128 particules (pour une longueur L = 240 mm) et le confinement est
€ = 0.05.

Les trajectoires correspondantes des bulles sont présentées figure 7.4. Les trajectoires des deux
bulles sont bien symétriques par rapport a la position centrale entre les deux bulles, et elles sont
de plus en plus accélérées 'une vers 'autre par la force attractive. Ces observations sont en accord
avec les prédictions [voir équation (7.7)] d’une force attractive qui ne dépend que de la distance
entre bulles et qui décroit rapidement avec ’augmentation de la distance.

Lorsque d| (dE®B*/dz) D, | < AE(e), ce qui arrive lorsque la distance Dy est suffisamment grande,
I'augmentation locale de ’énergie potentielle du systeme liée a la réorganisation de particules n’est
plus compensée par le gain d’énergie associé a la force d’interaction attractive, de telle sorte qu'’il est

énergétiquement plus favorable que les bulles restent immobiles. Les bulles sont piégées et oscillent

1. Des animations sur I'interaction entre bulles et leurs mises en mouvement pour les systémes-NF et les systemes-F

sont disponibles sur le site internet [1].
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FIGURE 7.4 — Evolution des positions des deuz bulles (en mm) en fonction du temps (en s) pour
un systéme-NF de N = 128 particules, un confinement ¢ = 0.05 et avec deux bulles initialement

éloignées d’une distance Dy = 39.7 mm.

autour de la position du minimum local du potentiel modulé.

Le role joué par la modulation de I’énergie potentielle sur les mouvements des bulles est parfai-
tement illustré si on compare les trajectoires observées en simulation par rapport a celles calculées
théoriquement pour les mémes conditions initiales mais en considérant uniquement le potentiel
d’interaction attractif. Les trajectoires correspondantes sont présentées figure 7.5. Puisqu’il n’existe
aucune distance limite dans le modele continu au dela de laquelle le mouvement attractif des bulles
est interdit, les bulles des systemes-NF' sont attirées quel que soit leur éloignement initial. Pour
chaque condition initiale, les trajectoires semblent comparables. En particulier les décroissances
finales de D(t) sont indépendantes de la distance initiale entre les bulles, ce qui est cohérent avec
une accélération dépendant uniquement de D et non de la vitesse acquise, en accord avec ’équa-
tion (7.7) de D(t). Cependant les dynamiques décrites par le modele continu sont toujours plus
rapides que celles observées en simulation. Le temps théorique de fusion est toujours sous estimé, le
désaccord entre les deux augmentant avec la distance initiale entre les bulles. Ces différences sont

dues a la modulation de I’énergie.

Afin de mieux comprendre I'influence de la distance initiale des bulles et de 'amplitude AFE(e)
sur leur dynamique nous avons simulé le mouvement relatif de deux bulles pour quatre distances
Dy initiales différentes, et ce pour deux valeurs différentes du confinement. L’ensemble des résultats
est présenté figure 7.5.

Pour les trois premieres figures 7.5 (a), (b) et (c), AE(e) est tel qu’aucun piégeage n’existe. Les
mouvements des bulles présentent donc la méme phénoménologie, avec une tres forte force d’attrac-
tion a courte distance menant a la fusion des bulles. La durée du déplacement des bulles augmente
trés rapidement avec la distance initiale entre bulles Dg. Ceci est cohérent avec le résultat présenté
équation (7.10) qui prédit que le temps de mise en contact des bulles dépend exponentiellement de
la distance initiale entre bulles.

On observe également que pour la méme distance Dy ce temps de mise en contact augmente
lorsque 'amplitude AE(e) de la modulation périodique augmente. L’influence la plus remarquable
de la modulation du potentiel est présentée figure 7.5 (d). Pour la méme distance initiale Dy, lorsque

AE(e) est important (ici AE(e1) = 7.9 10710 nJ), les bulles sont simplement piégées dans leur puits
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local de potentiel et elles restent indéfiniment autour de leurs positions initiales. Au contraire, pour
une amplitude beaucoup plus faible de AE(e) (ici AE(e2) = 1.0 1071% nJ) les bulles restent attirées

I’une vers l'autre et se rapprochent jusqu’a rentrer en contact pour amorcer leur fusion.
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FIGURE 7.5 — Evolution de la distance D(t) (en mm) entre une paire de bulles en fonction
du temps t (en s), pour un systéme-NF de N = 128 particules. Ligne pleine bleue : pour un
confinement e; = 0.085 et AE(e1) = 7.9 10710 nJ. Ligne pleine verte : pour un confinement
€2 = 0.093 et AE(e2) = 1.0 10710 nJ. Ligne en tirets noirs : solution analytique, équation (7.9),

avec une énergie potentielle périodique d’amplitude AE(e) = 0.

Plus quantitativement, de ces trajectoires des bulles on peut remonter a ’accélération des bulles.
L’évolution d’une telle accélération est présentée figure 7.6. Sur I’évolution en échelle Logarithmique-
Linéaire [voir figure 7.6 (b)], on observe clairement une décroissance exponentielle de I’accélération

avec la distance entre bulles, en accord avec ’expression théorique présentée équation (7.8).

On peut déterminer I’évolution de I’énergie potentielle d'une paire de bulles [voir équation (7.23)]
en fonction de leur distance directement & partir de ces simulations. La connaissance des positions
instantanées des particules nous permet en effet de calculer facilement 1’énergie du systeme a partir
de D'énergie d’interaction entre particules et de I'énergie de confinement. La figure 7.7 montre
I’évolution de cette énergie en fonction de la distance D lorsque les deux bulles du systeme-NF se

rapprochent. A courte distance, cette énergie décroit de maniére monotone avec la distance.

7.3.2 Mouvement de bulles dans des systemes-F

L’analyse théorique présentée section 7.2.2 prédit une différence remarquable entre systémes-NF

et systemes-F. En effet, alors que l'interaction entre bulles dans un systeme-NF est attractive, celle
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FIGURE 7.6 — Evolution de Uaccélération de la distance entre les deux bulles (en mm.s—2) extrait
a partir des trajectoires obtenues par simulations, figures 7.4 et 7.3, en fonction de la distance
entre les bulles (en mm). (a) et (b) : respectivement en échelles Lin-Lin et Lin-Log. Pour les deux
figures la courbe cyan correspond a un systeme-NF et la courbe bleue correspond a un systéme-
F. Dans (a) la fine courbe noire correspond a expression théorique de l'accélération calculée
& partir de U’équation (7.8). Dans chaque cas N = 128 particules, e = 0.05, Dy = 42.8 mm
(systéme-NF) et Dy = 34.6 mm (systéme-F).

entre bulles d’un systeme-F est répulsive. L’interaction répulsive entre bulles dans les systemes-F est
illustrée dans la colonne de droite figure 7.3. Initialement, les bulles sont tres proches 'une de 'autre
au centre de la cellule [voir figure 7.3 (a)], puis elles se repoussent entre elles [voir figures 7.3 (d) et
(f)]. En présence de conditions aux bords cycliques, ce mouvement persiste jusqu’a ce que la force
de répulsion devienne suffisamment forte pour que les bulles repartent en sens inverse. En ’absence
de dissipation ce mécanisme induit une trajectoire oscillante comme le montre la figure 7.8 (a). Si
un tres faible coefficient de dissipation est introduit, ces mouvements d’oscillation sont amortis et
finalement les positions d’équilibre des bulles sont telles que la distance finale entre entre bulles est
L/2 [voir figure 7.8 (b)].

Comme pour les systemes-NF, les variations de l'accélération avec la distance entre bulles
peuvent étre déterminées a partir des trajectoires. L’accélération dans un systeme-F en fonction de
la distance entre les bulles est présentée figure 7.6. Il est clair que lorsqu’elles sont mesurées pour la
méme distance D, les accélérations dans le systeme-NF et le systeme-F sont de signes opposés. Ces
accélérations ont toutefois la méme valeur absolue et décroissent exponentiellement avec la distance

D, ce qui est cohérent avec I’équation (7.8) [voir figure 7.6 (b)].

La figure 7.7 montre 1’évolution de I’énergie potentielle de la paire de bulles en fonction de
leur distance. Cette énergie augmente lorsque la distance entre bulles diminue, contrairement aux
systemes-NF . On remarque que ’énergie du systeme-F est mesurée sur une plus grande gamme de
distances que pour les systemes-NF. En effet pour une condition initiale avec une paire de bulles
trés proches dans un systeme-F, la force de répulsion entre bulles leur permet d’acquérir une grande
quantité d’énergie cinétique. Cette énergie cinétique est alors suffisante pour permettre aux bulles
de compenser le cotlit énergétique lié a leur mise en mouvement.

On remarque également que ’énergie d’un systéme-F est 'opposée de ’énergie d’un F-systeme,
ce qui est en parfait accord avec I’équation (7.6). Par conséquent, les simulations valident la des-

cription de la distinction entre systemes-NF et systemes-F que nous avons présentée dans I’ansatz
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FIGURE 7.7 — Ewvolution de Uénergie des configurations (en 1075 nJ) en fonction de la distance

entre bulles (en mm), avec le zéro de énergie pris lorsque les bulles sont infiniment éloignées.

L’épaisse courbe pleine cyan correspond a l’énergie des configurations pour le méme systéme-NF

que dans la figure 7.6, et la courbe épaisse magenta correspond au méme systeme-F que dans la

figure 7.6. La fine courbe noire correspond a l'opposée de l’énergie du systeme-F, et on trouve

qu’elle est presque identique a celle du systeme-NF.
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FIGURE 7.8 — Evolution des positions des deuz bulles (en mm) en fonction du temps (en s) pour
un systeme-F de N = 128 particules, une confinement € = 0.05 et pour deux bulles initialement

séparées par une distance de Dy = 34.6 mm.
équation (7.1).

7.4 Reéorganisation vers une configuration d’équilibre

7.4.1 Les deux chemins vers un état d’équilibre stable

La coalescence et le collapse sont les deux processus par lesquels une paire de bulles peut se
réorganiser vers 1’état d’équilibre constitué d’une seule bulle. Au cours du processus de coalescence,
les bulles entrent en contact et finissent par fusionner ensemble. Le contact requis entre les deux
bulles n’est possible que pour les systemes-NF car l'interaction répulsive entre bulles pour les
systemes-F l'interdit. A I'inverse, le processus de collapse, pour lequel une des deux bulles se vide
au profit de 'autre, ne nécessite aucune mise en contact des bulles, ¢’est pourquoi il est possible de
I'observer a la fois pour les systemes-NF et les systemes-F.

Pour les systemes-NF, Defficience relative de chacun des deux processus dépend uniquement de
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la température, qui controle les temps caractéristiques de chacun. Le temps de coalescence 7p est
le temps nécessaire aux deux bulles typiquement initialement séparées d’une distance maximale
L/2, pour entrer en contact par diffusion. Ce temps varie comme 1/7. Le processus de collapse
quant a lui est presque instantané mais est un processus d’activation qui nécessite de franchir
une barriere énergétique U dans I'espace des phases. Le temps caractéristique 74 de ce processus
activé thermiquement est un temps de Kramers variant comme /T exp(—dU/kgT). Si 74 > 7p, le
processus de collapse sera toujours moins efficient que le processus de coalescence. C’est ce qui arrive
a basse température. Au contraire, lorsque 74 < 7p, des bulles suffisamment éloignées ont plus de
chance de se réorganiser a ’aide du processus de collapse. C’est ce qui arrive a haute température.

Pour quantifier I'importance relative de ces deux processus en fonction de la température, nous
avons utilisé une approche statistique. Pour différentes températures, un grand nombre de simu-
lations ont été réalisées a partir des mémes configurations de paires de bulles comme conditions
initiales. On peut alors déduire la probabilité de voir se réaliser chaque processus en comptant
le nombre de coalescences et le nombre de collapses. Ces probabilités sont présentées en fonction
de la température sur la figure 7.9. Le processus de coalescence est clairement dominant a basse
température tandis que la réorganisation du systeme a haute température est principalement liée

au processus de collapse.
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FIGURE 7.9 — Probabilité d’observer la réorganisation de la paire de bulles en un systeme de
simple bulle via le processus de coalescence (points cyans) ou via le processus de collapse (carrés
magenta) en fonction de la température (en 10° K). Pour des systémes-NF de N = 64 particules

et un confinement € = 0.13, avec initialement deux bulles séparées de Dy = 44.1 mm.

7.4.2 Le processus de coalescence

Jusqu’ici, on a décrit le mouvement des bulles dans les systemes-NF a T = 0. Pour les tempé-
ratures non nulles, des comportements similaires sont observés lorsque kT > AF(e). Cependant,
dans ces cas la, le bain thermique induit des déplacements aléatoires des bulles, comme le montre
la figure 7.10 (a). On peut voir que les bulles semblent diffuser indépendamment tant qu’elles res-
tent suffisamment éloignées pour que leur interaction soit faible comparée a I’excitation thermique.

Au contraire, lorsque les bulles sont suffisamment proches, les mouvements thermiques deviennent
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négligeables vis a vis de la force d’interaction de telle sorte que le mouvement des bulles est essen-

tiellement déterministe et tres proche de celui observé a température nulle.

Le processus de coalescence de deux bulles proches a été décrit dans la section 7.3.1 a température
nulle. A température non nulle, les bulles se comportent comme des particules effectives soumises
a un bain thermique et suivent un mouvement diffusif [voir chapitre 6]. Un exemple typique de
trajectoires pour une paire de bulle est présenté figure 7.10 (a) et est & comparer avec la figure 7.4.
On observe que les trajectoires sont bruitées a température non nulle car chaque bulle diffuse dans
le potentiel attractif créé par ’autre. Lorsque les bulles sont suffisamment proches, leur mouvement
est dominé par leur interaction attractive jusqu’a ce qu’elles finissent par fusionner ensemble. Les

dernieres étapes de ce processus sont présentées figure 7.11 2.
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FIGURE 7.10 — Positions des deux bulles (en mm) en fonction du temps (en s) pour un systéme-
NF de N = 64 particules, un confinement ¢ = 0.13 et avec initialement deuz bulles séparées
par une distance de Dy = 44.1 mm ¢ T = 3.10° K et v = 1 s~ 1. Pour un exemple typique de

processus de coalescence en (a) et de processus de collapse en (b).

Le processus de coalescence induit un gain d’énergie potentielle, car la configuration avec une
simple bulle est plus stable qu’une paire de bulles. Cette énergie potentielle relachée est transférée
aux modes de vibration de la chaine puis dissipée. Si le coefficient de dissipation est faible, les parti-
cules centrales initialement entre les deux bulles présentent de fortes oscillations transverses, telles
que les bulles semblent rebondir I'une sur 'autre. Ceci est illustré dans la figure 7.12 qui montre
le mouvement transverse de deux particules adjacentes entre les deux bulles. Avant le contact, ces
particules sont alignées le long de I'axe de confinement. Dés que les bulles commencent a se chevau-
cher, les positions transverses des particules augmentent jusqu’a leurs hauteurs finales et oscillent
autour de ces valeurs, 'amplitude des oscillations décroissant avec le temps. Les déplacements de
ces deux particules adjacentes sont en opposition de phase, ce qui est cohérent avec la géométrie
zigzag. Ces états intermédiaires correspondent au mode d’oscillation de plus basse énergie d’une
simple configuration en bulle [33]. Finalement toutes les particules présentent de faibles fluctuations

thermiques autour de leurs positions d’équilibre dans la configuration finale [voir figure 7.12].

Intéressons nous maintenant a 1’évolution de ’énergie du systeme pendant sa réorganisation par

coalescence. De tels événements arrivent aléatoirement, il est alors nécessaire de réaliser beaucoup

2. Des animations sur le mouvement des bulles pendant les processus de coalescence et de collapse sont disponibles

sur le site internet [1].
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FIGURE 7.11 — Succession de deux configurations instantanées de particules (les deuz azes en
mm) a& lintérieur d’un systéme-NF pendant les étapes finales de la coalescence, suivant la série
présentée figure 7.3. Pour un systeme-NF de N = 128 particules et € = 0.05 aux temps 11.0 s
(a) et 34.0 s (b).
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FIGURE 7.12 — Ewolution des positions transverses (en mm) de deux particules successives

situées juste au milieuw des deuz bulles en fonction du temps (en s).

de simulations & partir des mémes conditions initiales pour obtenir une mesure fiable de 1’énergie
E(t) au cours du processus de ’évolution. Pour chaque simulation, ’énergie est donc calculée a
chaque étape, avec l'instant de la coalescence pris pour origine des temps. Ensuite une moyenne
d’ensemble est réalisée sur tous les événements similaires & la méme température, ce qui donne E(t)
pour le processus de coalescence. Une telle variation typique d’énergie est présentée figure 7.13 (a).
Sur cette figure, on peut identifier trois étapes distinctes. La premiere correspond a une décroissance
monotone de I’énergie, qui est tres faible tant que les bulles sont éloignées. Cette étape est suivie
d’une décroissance tres rapide avant la fusion des bulles. Ensuite I’énergie oscille légerement, ce qui
correspond aux excitations vibrationnelles de la bulle finale induites par la coalescence. Finalement,
I’énergie atteint la valeur associée a une bulle unique stable. L’énergie en exces dégagée par la

coalescence est redistribuée comme énergie cinétique sur les différents degrés de liberté du systéeme.

7.4.3 Le processus de collapse

Au contraire du processus de coalescence qui concerne uniquement les systemes-NF, le processus
de collapse est observable aussi bien pour les systemes-NF que pour les systemes-F. Un exemple
typique de trajectoires correspondant a ce processus est présenté figure 7.10 (b). On observe que les
deux bulles diffusent librement jusqu’a ce qu'une des deux bulles disparaisse brusquement, sans qu’il

soit possible d’observer une modification particuliere sur les trajectoires des bulles. Exactement &
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FIGURE 7.13 — Evolution de Uénergie des configurations instantanées (en nJ) décalée dans le
temps pour que la coalescence ait liew a t = 0 et moyennée sur un grand nombre de réalisations
en fonction du temps (en s). (a) & (b) respectivement pour un systéeme-NF et pour un systéme-F
de N = 64 particules et € = 0.13, et ¢ température T = 10° K.

I'instant ou une bulle disparait la seconde s’élargit comme on le remarque a partir de I’épaississement

de la trajectoire de la bulle restante.
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FIGURE 7.14 - Evolution du temps moyen (en s) mis par le systéme pour se réorganiser vers
un état a une simple bulle via le processus de collapse en fonction de la température (en 10° K).

Les points rouges correspondent a des systémes-NF' et les carrés bleus a des systémes-F.

Ce processus correspond au passage d’'une barriere énergétique dans I'espace des phases et do-
mine le comportement & haute température. L’évolution de ’énergie potentielle du systeme durant
sa réorganisation par collapse est présentée figure 7.13 (b), ou lorigine des temps a été arbitraire-
ment fixée comme la fin du processus de collapse. Une paire de bulles est un état métastable, ainsi
I’énergie du systeme reste approximativement constante avant le collapse. Le collapse est caractérisé
par une augmentation soudaine de ’énergie du systeme pour atteindre une valeur maximale, suivie
d’une décroissance trés rapide de ’énergie jusqu’a la valeur d’'une configuration avec une simple
bulle. Cette augmentation d’énergie caractéristique correspond a la hauteur de barriere énergétique
attendue pour un processus activé.

Comme pour n’importe quel processus activé, il est utile d’étudier 1’évolution du temps moyen
T mis par le systéme pour franchir la barriere énergétique en fonction de la température. Puisque
toutes les simulations sont faites a partir des mémes conditions initiales, le temps de collapse moyen

correspond a la moyenne d’ensemble, & une température donnée, du temps auquel le collapse arrive
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dans chaque simulation. La figure 7.14 montre 1’évolution de ces temps moyen en fonction de la
température pour des systemes-NF et des systemes-F. Comme attendu le temps moyen décroit
lorsque la température augmente. De plus, la dépendance en température est approximativement la
méme pour les systemes-NF et les systemes-F. Ceci suggére que le mécanisme sous-jacent au pro-
cessus de collapse, qui permet au systeme d’atteindre son état d’équilibre est presque indépendant

de l'existence d’un défaut topologique entre les deux bulles.

7.4.4 Configuration finale

Enfin la description de la configuration finale de la bulle est présentée ici. Que les bulles initiales
appartiennent a un systeme-NF ou un systeme-F ; qu’elles se soient réorganisées par coalescence
ou par collapse, dans tous les cas, la bulle finale possede les mémes caractéristiques. Tout d’abord
elle correspond bien a un état d’équilibre pouvant étre décrit par une enveloppe comme présentée
équation (5.9). Un exemple de cet accord est montré figure 7.11 (b) pour une bulle obtenue par
coalescence d’un systeme-NF. D’autre part la bulle finale implique toujours moins de particules
dans la phase de zigzag modulée que dans la somme des deux phases modulées initialement. Enfin
sa hauteur maximale est toujours légerement plus faible et la distance entre particules dans la
phase en ligne est plus grande dans la configuration finale que dans la configuration initiale [voir
figure 7.15].
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FIGURE 7.15 - A gauche : amplitude mazimale de la bulle hyax (en mm) pour une configuration
métastable avec deux bulles puis pour une bulle unique, en fonction du temps (en s). A droite :
distance entre plus proches voisins la plus faible d* (en mm) pour des particules en dehors de la
bulle, pour une paire de bulles métastable et pour une bulle unique stable, en fonction du temps
(en s). Les figures du haut correspondent o des processus de coalescence, et les figures du bas a
des processus de collapse. Dans chaque figure la ligne en tirets rouges indique le temps auquel

la fusion ou le collapse ont lieu.
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7.5 Conclusion

Dans ce chapitre notre attention s’est portée sur les chemins accessibles au systeme pour at-
teindre sa configuration d’équilibre. Les configurations initiales que nous avons considérées sont une
paire d’ondes solitaires décrivant I’enveloppe de deux structures bulles qui sont des configurations
métastables évoluant spontanément vers un état d’équilibre caractérisé par une simple bulle.

Des comportements spécifiques, non observables pour des systémes continus, ont été mis en
évidence et sont liés au caractere discret sous-jacent au systeme. On a introduit le concept de frus-
tration topologique associé a de telles paires de bulles. Un configuration est dite Frustrée lorsqu’une
phase en zigzag régulier modulé est impossible & atteindre entre les deux bulles. A partir de si-
mulations numériques, on a mis en évidence que l'interaction entre les bulles est alors attractive
lorsque celles-ci sont dans une configuration Non Frustrée. A I'inverse, lorsque la paire de bulles
est Frustrée, 'interaction entre les bulles est répulsive. On a décrit un modele d’onde solitaires en
interaction prenant en compte le caractere Non Frustré ou Frustré des paires de bulles. Ce mo-
dele fournit une description qualitative de toutes les caractéristiques de la force d’interaction : son
caractére attractif ou répulsif, pour les systemes Non-Frustré ou Frustré; et le comportement de

décroissance exponentielle avec la distance entre les bulles.

Pour les systemes-NF | la force attractive implique un premier chemin de retour vers ’équilibre,
les bulles bougent 1'une vers 'autre et finissent par fusionner en une simple bulle. Ce processus
de fusion est appelé coalescence. 11 existe toutefois un autre chemin vers I’équilibre, le long duquel
une des bulles disparait au profit de 'autre. On 'appelle processus de collapse. Ce processus se
produit a la fois pour les systemes-NF et les systemes-F, alors que le processus de coalescence
est spécifique aux systemes-NF pour lesquels les bulles peuvent entrer en contact. La coalescence
domine le comportement a basse température de ces systemes-NF tandis que le processus de collapse
domine la réorganisation des deux systemes a haute température. La coalescence est un processus
dans lequel I’énergie décroit rapidement lorsque les bulles se rapprochent tandis que le collapse est

un processus activé thermiquement.
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Chapitre 8

Comportement diffusif d’une chaine

de particules en zigzag
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8.1 Introduction

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent a la forme et a la dynamique des structures locali-
sées observées dans les systemes quasi-unidimensionnels de particules. Dans ce chapitre, nous allons
revenir a I’étude de la configuration zigzag lorsque celle-ci est une configuration stable du systeme '.
En particulier nous nous concentrerons ici sur ’étude des propriétés statistiques des mouvements
individuels des particules car elles donnent acces a des grandeurs structurales difficilement acces-
sibles autrement, notamment la distinction entre transition entre configurations homogenes et celle
entre configurations inhomogenes.

Nous présenterons dans un premier temps la méthode de reconstruction des Déplacements Qua-

dratiques Moyen (DQM) des particules a partir des modes propres de vibration du systeme, a

1. C’est notamment pourquoi nous nous restreignons dans ce chapitre a la description de petits systémes, pour
lesquels la configuration en zigzag homogene est stable [voir chapitre 2]. On considérera ici un systéme constitué de

16 particules.

147
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travers ’exemple d’une seule chaine de particules (section 8.2). Cette description initialement déve-
loppée pour une chaine linéaire de particules [32] sera adaptée dans la section 8.3 a la configuration
zigzag dont I’étude des modes de vibration a été déja présentée au chapitre 2.

Il a été montré que 'étude du DQM transverse était un excellent indicateur de la transition
structurelle d’une configuration en ligne & en zigzag car il présente une divergence a la transition [35].
L’accent sera mis dans ce chapitre sur 1’étude de la transition de la configuration en zigzag vers
celle en ligne (section 8.4). Nous pourrons ainsi comparer le comportement de divergence du DQM
transverse a ’approche des deux cotés du seuil de transition.

Par ailleurs nous montrerons que les valeurs des seuils de hauteurs pour lesquelles la configu-
ration zigzag change au profit d’une configuration non homogene [voir chapitres 3 et 5] peuvent
étre mesurées de maniere tres précise grace a I’étude des propriétés statistiques des mouvements
individuels des particules. De plus nous mettrons en évidence les différences majeures entre les com-
portements des DQM a I'approche de la transition zigzag et pour la transition d’une configuration

en zigzag homogene & une configuration inhomogene (section 8.4).

8.2 Méthode de reconstruction des DQM a partir de la description

en modes de vibration

8§ Principe de la méthode

La méthode de reconstruction des DQM & partir des modes propres de vibration [30] sera décrite
en nous appuyant sur l’exemple d’un systeme constitué d’'une chaine de particules en interaction
répulsive confinée par un potentiel harmonique dans une géométrie quasi-unidimensionnelle et avec
des conditions aux limites périodiques dans la direction longitudinale. Le mouvement des particules
en interaction peut étre modélisé de maniere générale par un systeme d’équations de Langevin

couplées.

La premiére étape consiste a linéariser ces équations de mouvement autour de la configuration
d’équilibre du systéme, afin de se ramener a un systéme d’équations linéaires puis a en trouver les
modes propres en diagonalisant la matrice dynamique associée.

Cette décomposition en modes propres permet de remplacer le systeme d’équations couplées par
un jeu d’équations de modes découplés. Chaque mode propre, indexé par s, est ainsi associé a une

équation de Langevin de la forme :
Mmis = —myis +mw?(s) s + ps(t) (8.1)

ou 7 correspond au coefficient de dissipation, w(s) & la fréquence propre associée au mode d’indice

s et us(t) a une force aléatoire de moyenne nulle et avec :

(st s (t)) = 2kpTm~ds 0(t,t") (8.2)

Cette force aléatoire p4(t) correspond ici a la somme des termes de forces aléatoires associées au

systeme d’équation de Langevin initiale pondérés par I'expression des modes propres du systeme.
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Ces forces aléatoires étant de moyenne nulle, on trouve directement que (us(t)) = 0. De plus leur
caractere Gaussien assure que la somme soit également une force de distribution Gaussienne. Enfin
les propriétés de normalisation et d’orthogonalité des modes propres assurent la propriété exprimée

équation (8.2).

Chacune de ces équations indexées par s correspond a une équation de Langevin pour une
particule dans un potentiel harmonique dont la raideur correspond a mw(s). Les solutions de
ces équations de Langevin associées au mouvement dans un potentiel harmonique sont tres bien

connues [94] et elles permettent de déterminer facilement le DQM associé a chaque mode s :

2NkgT et w-t
(Aaa)?) = = o= |14 o =

w(s) Wy —Ww- Wiy — W

(8.3)

2
. - _7 /o 2 = 4 & ssociée & 'indi
ol wg = —3 £/ —w? avec w = w(s) la fréquence propre du systeme associée a l'indice s.
Toutefois cette expression n’est valable que pour une fréquence propre non nulle. Dans le cas
contraire, I’équation de Langevin correspondante est associée a un mouvement libre, et le DQM du

mode correspondant s’écrit alors :

 NkpT { 1 } 64

2 11t
(A(zs)7) = t 7(1 ")

my

Ainsi, aux temps courts, caractérisés par (t < 1/7), I'’évolution des DQM pour chaque mode

méme si leur de fréquence propre est nulle varie comme :

(A(x5)2>

Dans la limite des temps longs (¢ > 1/w(s)), les modes de fréquences propres non nulles décrivent

tiO Nk?Bth
m

(8.5)

un DQM qui sature & partir de ¢t ~ 1/w(s) a une valeur de :

t7>\}oo NkBT
mw?(s)

(A(z:)?) (8.6)

alors que pour les modes de fréquences propres nulles, le DQM aux temps longs évolue comme :

NkgT
my

(A(z,)?) 72° t (8.7)

Enfin, pour les temps intermédiaires (1/7 < t < 1/w(s)), on trouve que les DQM des modes
suramortis (w(s) < ) évoluent linéairement en temps alors que les DQM des modes sousamortis

(w(s) > ) évoluent toujours en #2.

A partir des DQM associés a chaque mode propre du systeme il est finalement possible de
reconstruire les DQM associés aux particules. Grace a I'orthogonalité des modes propres entre eux,

le DQM de la particule p s’écrit simplement :

2T o/

2 1 l PR l NI i%Es
({Alzp)T) = 73! D A()ale Ny A (s )al e W) (8.8)
s=1 =1

1 & A
= DA (5.9)
s=1
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ou les coefficients A; correspondent aux valeurs de la matrice de changement de base permettant
de repasser des modes propres déplacements des particules. La convention de sommation sur les

indices j répétés a été utilisée.

La variation temporelle du DQM des particules résulte de la subtile superposition du DQM de

chaque mode ayant une dynamique temporelle et un valeur de saturation spécifiques.

8 Principe de la méthode

Afin de mieux comprendre la relation entre le comportement typique des DQM reconstruits et
ceux des modes propres du systeme, nous allons considérer I’exemple d’une chaine de particules.
Le calcul des modes propres d’une chaine de particules a été réalisé au chapitre 1. Les fréquences
propres du systeme sont données par les équations (1.8) et (1.9). Les modes propres longitudinaux
et transverses étant directement découplés, la reconstruction de DQM longitudinaux et transverses

correspond simplement & la sommation des DQM de chaque mode.

Aux temps courts, le DQM de chaque mode est identique [voir équation (8.5)] de telle sorte que
le DQM des particules correspond a la somme des N évolutions des modes, d’apres 1’équation (8.9) :

(Az2(t)) 120 ’“BWTR ot (Ay2(t) R "”%Tt? (8.10)

Pour les temps intermédiaires, il existe un régime corrélé durant lequel la variation du DQM
dépend fortement de I’amortissement du systeme. Deux cas distincts sont & considérer : le régime
sous-amorti pour lequel v < w(s = 1) et le régime sur-amorti pour lequel v > w(s = N)?2.

En régime sous-amorti, chaque mode évolue en t2, oscille et puis sature. L’évolution du DQM
des particules pour le régime intermédiaire résulte de la superposition progressive des différentes
oscillations, notamment des premiers maxima, l’amplitude des autres oscillations décroissant avec
le temps et leur superposition donnant une valeur constante. Le premier maximum des oscillations
de chaque mode est atteint au temps 1/w(s). Ainsi le DQM des particules s’écrit :
kB_Tt?
Nm

(Az2(t)) ~ n(t) (8.11)

ou n(t) correspond au nombre de mode n’ayant pas atteint leur premier maxima, c’est a dire les
modes tels que w(s) < 1/¢.

Pour estimer le nombre de modes n(t), nous allons utiliser ’approximation de Debye, consistant
a linéariser la relation de dispersion pour se placer dans une régime ou la fréquence propre des
modes dépend linéairement du nombre d’onde avec un coefficient de proportionnalité noté I'. La
distance entre deux modes étant 27/N, on trouve alors que le nombre de modes n’ayant pas
atteint son premier maxima varie comme n(t) ~ 2(N/27)(1/tI'). En reportant cette expression

dans I’équation (8.11), on trouve que :

kgT
mmyT

2. Ici les fréquences propres w(1) et w(IN) correspondent respectivement aux fréquences non nulles la plus petite

(Az? (1)) ~

t (8.12)

et la plus grande.
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Dans l'exemple de la chalne de particule on trouve que I' = \/K/—m, ou K est la raideur de
Iinteraction entre les particules. Cette expression permet de retrouver 1’évolution linéaire du régime
corrélé dans le régime sous-amorti observé dans de multiples systemes [77, 78, 104].

Dans le cas sur-amorti, ’évolution temporelle du DQM de chaque mode varie linéairement avant

saturation, de telle sorte que n(t) ~ 2(N/2m)\/~v/(I't), ce qui donne :

2kpgT 2kpT
~ B () ~ B y1/2 (8.13)
Nmy mmA/yI

Avec pour la chaine de particule I' = /K /m, on trouve que cette expression correspond au com-

(Az?(t))

portement sous-diffusif observé pour le mouvement longitudinal d’une chaine de particules dans le

régime sur-amorti, aussi appelé « Single File Diffusion » [64, 106, 104].

Pour ces deux régimes on a vu que I’évolution temporelle de DQM pouvait étre directement
reliée aux évolutions des DQM des modes propres notamment & travers I’évolution des temps de
saturation des DQM de chaque mode. Nous reviendrons en particulier sur cette aspect au chapitre 9,
durant lequel on montrera qu’une modification de la relation de dispersion du systéme, comme par

exemple I'apparition d’une bande interdite, entraine une modification des DQM des particules.

Les DQM transverses présentent un régime corrélé semblable, qu’il est possible de décrire a

nouveau par la saturation successive des DQM des modes propres du systeme [35, 80].

On s’intéresse maintenant au comportement du DQM aux temps longs (¢t > 1/w(s = N)) pour
la chaine de particules. Pour les DQM longitudinaux, on remarque qu’il existe un mode propre de
fréquence nulle dans la relation de dispersion longitudinale, correspondant au mode w(s = 0) lié
a 'invariance par translation du systeme. Le DQM de ce mode correspond donc au DQM d’une
particule libre décrivant une évolution linéaire en temps quand ¢ — oo. Cette évolution linéaire en
temps du DQM du mode de fréquence nulle domine I’évolution du DQM des particules car tous les
autres modes de fréquences propres non nulles saturent, de telle sorte que :
2kpT
Nmy

(Az?(t)) 72° t (8.14)

On retrouve ici la diffusion d’ensemble de la chalne associée & son invariance par translation, la

chaine diffuse alors dans son ensemble comme une particule de masse (Nm).

Pour le DQM transverse des particules il n’existe pas de tel mode de fréquence propre nulle.
Le DQM aux temps longs est contrélé par ’évolution du DQM du mode de plus basse fréquence
propre. Il s’agit donc du dernier mode qui sature dans le systeme. Dans ’exemple de la chaine de
particule ce mode correspond & l'indice s = N et prend pour valeur mw?(s = N) = —2F(d)/d — B
dans la limite d’interaction avec uniquement les plus proches voisins [voir équation (1.9)], de telle

sorte que :
2kpT

—2F(d)/d - 3

ou F(-) correspond a la force entre particules et § a la raideur du confinement transverse.

(Ay(t)) (8.15)

Cette expression montre notamment que la valeur de saturation du DQM transverse diverge a

I’approche du seuil de transition zigzag, lorsque § — ﬁ}rz par valeur supérieure. Ce comportement
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de divergence de la saturation de DQM transverse a la transition rend cette observable intéressante
pour déterminer précisément le seuil de transition en présence de bruit comme il a été indiqué en
introduction. Nous reviendrons plus en détails sur ce comportement au seuil de transition zigzag

par la suite section 8.4.

8.3 Méthode de reconstruction des DQM pour la configuration

zigzag

Dans cette section nous allons décrire la reconstruction des DQM des particules d'un zigzag

homogene a partir des modes propres de vibration du zigzag présentés chapitre 2.

y
0 0 0
Bp_1 Bp Bp+1
o—> ° ° °
Up-2
-
yp+2
° ° ° I—»
0 0 0

Ap-1 Ao Apit Xp+2

FIGURE 8.1 — Schéma de la configuration zigzag. Rappel de la figure 2.1.

La configuration zigzag considérée est décrite comme une succession de mailles contenant cha-
cune deux particules, avec une particule de coordonnées A, = {2pd + ,(t), —h + yp(t)} et l'autre
de coordonnées By, = {2pd + u,(t), +h + vp(t)}, ou les déplacements xp(t), yp(t), up(t) et vy(t) cor-
respondent & des mouvements autour des positions d’équilibre de faible amplitude comparé a d ou
h [voir figure 8.1].

Rappelons que I'équation dynamique linéarisée correspondant a ces faibles déplacements peut
s’écrire d’apres la décomposition sur les modes de Fourier [voir équation (2.11)] de la maniere
suivante :

mXs = —myXs + M(h)Xs + Ms(t) (8.16)

ol *Xy = (x(s,t),u(s,t),y(s,t),v(s,t)), et la matrice M(h) est définie équation (2.12) et ott M(t)
correspond a un vecteur de bruits blancs non corrélés spatialement et temporellement, de la forme
M (t) = (pa(s,1)s pu (s, 1), 1y (s, 1), 1 (s, 1)) 7

Afin de calculer les modes propres correspondant a cette matrice dynamique, celle-ci peut étre
simplifiée en ’exprimant dans la base des vecteurs propres associés a la configuration en ligne
décrite par la matrice By [voir équation (2.17)]. On montre alors que la matrice dynamique donnée
par M(h) = By - M - By, est diagonale par bloc [voir équation (2.18)]. Aprés diagonalisation les

expressions compactes pour les fréquences propres du systeme ont été présentées équations (2.19)

3. Comme précédemment pour la configuration en ligne, les forces aléatoires u;(s,t) correspondant au bruit ther-

mique, sont des sommes de variables aléatoires Gaussiennes de moyenne nulle et avec

(ni(s, )i (s, 1)) = 2kpTm:,50,,56(t —t)



8.3. METHODE DE RECONSTRUCTION DES DQM POUR LA CONFIGURATION ZIGZAG 153

et (2.20). Ces expressions permettent donc de définir la matrice diagonale suivante :

mwd; 0 0 0
0 2 0 0
D(h) = meor - F (8.17)
0 0 mwir, 0
0 0 0 mwip

qui s’écrit directement & partir de la matrice Mi(k) comme D(h) = P~! - M(h) - P out la matrice P
correspond & la matrice de passage définie a partir des vecteurs propres.

Ces vecteurs propres correspondant & la matrice M(h) s’écrivent :

To4+4/4C2,+T3 Toy+—4/4C2,+T3

2iCry 2iCzov
VoL = 1 1 ; Vor = L 1 (8.18)
Nor 0 Nor 0
0 0
0 0
1 0 1 0
Var =5 - TA++W Var = - TA+_W (8.19)
1 1

La matrice de passage est donc définie comme la juxtaposition de ces vecteurs propres P =

(Vor,Vor,Var, Var) correspondant respectivement aux fréquences propres w% I W%T, wi 5 et
2
wWir-
Il s’agit maintenant de remonter a partir de 'expression de la matrice diagonale D a la matrice

dynamique et on trouve :

M(h) = BoP D P !B, * (8.20)
A A-1

ou la matrice A correspond & la matrice de passage du systeme.

Il faut toutefois faire attention au fait que les vecteurs propres présentés ici ne sont pas définis
lorsque Cy, = 0. On trouve d’apres 'expression de Cy,, équation (2.13) que ce coefficient peut étre
nul sous deux conditions, une premieére pour h = 0 et dans ce cas la pour tout nombre d’onde s
on a Cyy = 0; et une seconde condition, cette fois-ci pour n’importe quelle valeur de hauteur mais
pour le nombre d’onde s = 0 on a Cyy(s = 0) = 0.

Pour ces deux conditions on trouve que Cy, = 0 mais également que la matrice M(h = 0) est
déja diagonale. Il n’est alors plus nécessaire de diagonaliser cette matrice et on trouve simplement
que A = By a la fois lorsque h = 0 et pour toutes valeurs de hauteur lorsque s = 0.

Ces cas particuliers n’entrainent aucune difficulté majeure, il est cependant nécessaire prendre
soin de déterminer les comportements particuliers des modes propres pour ces configurations sépa-

rément, comme nous le verrons notamment équations (8.25) et (8.26).

Apres la présentation de ces détails concernant le calcul des modes propres, il est facile de

remonter a 1’équation dynamique diagonalisée :

mYs = —myYVs + D(h) Vs + Ny(t) (8.21)
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avec Vs = A~1X, et ott Ny(t) = A~ M,(t) correspond de nouveau & un vecteur de bruits blancs

non corrélés spatialement et temporellement, avec les mémes propriétés statistiques que M (t).

Il nous reste donc plus qu’a réaliser ’étape de reconstruction des DQM correspondant & chaque
modes pour remonter jusqu’aux DQM des particules A, et B,. On retrouve les déplacements des
particules dans 'espace de Fourier & partir de X = A.);. Le mouvement des particules dans 'espace

physique correspond alors a :
N
X =Y AVl R (8.22)
s=1

On peut exprimer la valeur du DQM <A(XI?)2> a partir de la décomposition en modes de Fourier

et profiter alors de I'orthogonalité des modes pour obtenir :

(Ax))?) = ZAW y]eNspZAn] ")Vl 5Py (8.23)

1 2 i\2
= WZZ\AW" (A7) (8.24)
s=1j=1
Nous ne donnons et discutons que les DQM obtenues pour les particules A, mais les mémes
équations sont obtenues pour les particules B, en remplagant x,, — u, et y, — v,. On déduit donc

de la superposition des modes que :

2kpT 1 1 w2+t wa,—t
<A1’2(t)> _ B (_ - (1 _ effyt) 4+ |:1 4 wa, € B w2 4€ :|
2Nm \2v 2y 2D22(0) W24 —W2,— W24 — W
N 4 . )
A (s)]? [ wj e+t w; et ]
+ —— |1+ : - : (8.25)
;; D]y]( ) w.]7+ _wjyi w.]7+ - wj77
2kpT 1 wy ettt — gy et 1 Wy _eYhtt — gy L ewr-t
2Nm 2D1 1(0) W1,+ — W1,— 2]])4,4(0) Wq 4+ — w47,
| 3J [ wj,—evitt —w; +e‘”1 —t]

ol wy+ = —% + 1/ — w2 avec w2 =Dy, ,(s)/m.

Il est 1mp0rtant de remarquer que la dépendance des modes s = 0 a été séparée du reste des
modes dans la reconstruction a cause de la particularité des vecteurs propres discutée précédem-
ment. On observe notamment que seul les modes D; 1(s = 0) et Dy 4(s = 0) sont impliqués dans
le DQM transverse des particules, alors que seul les modes Dy 2(s = 0) et D3 3(s = 0) jouent un
role dans la reconstruction du DQM longitudinal. On note en particulier que le mode de fréquence
nulle D3 3(s = 0) = 0 influence uniquement le déplacement longitudinal des particules, ce qui est

consistant avec le fait qu’il correspond a l'invariance par translation longitudinale du systeme.
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Discutons maintenant les caractéristiques générales du DQM des particules.
§ Régime balistique a temps court (t <1/v)

Aux temps courts, tous les modes de la somme présentée équations (8.25) et (8.26) évoluent
en 2 avec un coefficient donné par I’équation (8.5) et ceci indépendamment de la fréquence propre
des modes. De plus a cause des propriétés de normalisation de la matrice de transfert A on sait que
2?21 \Anj\Q = 1 ce qui nous permet de trouver le comportement du régime balistique aux temps
courts :

(Az(t)) RO ’“BWTR et (Ay2(t)) RO kf%t? (8.27)

8 Régime intermédiaire

Dans le régime intermédiaire, a faible dissipation une évolution linéaire en temps peut étre
attendue alors qu’a forte dissipation une évolution en ¢!/2 typique du comportement de « Single
File Diffusion » apparait. Ces différents régimes correspondent a la superposition des DQM des
modes propres du systeme, et a leur saturation respective aux temps longs comme on ’a montré
dans la section 8.2. Cependant le choix de décrire un systéme avec un faible nombre de particules,
afin d’observer une configuration en zigzag stable, implique que la durée de ce régime intermédiaire
est faible [32].

§ Régime a temps long

Pour le régime a temps longs le mouvement de translation d’ensemble du systeme domine le
DQM longitudinal. Pour les mouvements transverses on s’attend a avoir un comportement saturé

aux temps longs, typique d’une particule piégée dans un potentiel.

Concernant le DQM longitudinal, lorsque t — oo tous les modes de fréquences non nulles finissent
par saturer et seul le mode g = 0 1ié a 'invariance par translation joue un role dans I’équation (8.25).
Le DQM longitudinal varie alors comme :

2kpT
2Nmyy

(Az?(t)) "2° t (8.28)

La description de la saturation des mouvements transverses est a peine plus complexe. Chaque

mode sature aux temps longs a une valeur HQDN k?ST) La somme présentée équation (8.26) est alors
n,n

dominée par les modes basses fréquences, notamment comme on I’a vu pour le mouvement longitu-
dinal par le mode de fréquence nulle. Cependant cette fréquence propre n’entrant pas en jeu dans la
reconstruction du DQM transverse les modes de plus basses fréquences correspondent a la branche
acoustique transverse, D3 3(q), de telle sorte que le mode de plus basse fréquence corresponde au
mode indexé par s = 1, tel que ¢ = w/N, ce qui nous permet d’estimer la variance transverse aux

temps longs par :
t—o0 2]VkBjj

(o) 2 G

(8.29)
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§ Comparaison avec les simulations

On retrouve ainsi ces trois régimes dans les figures 8.2, qui correspondent aux DQM longitudi-
naux et transverses mesurés pour des configurations zigzag de faible amplitude [ = 0.1 mm, zone
I dans la section 3.2.2] et de grande amplitude [h = 0.78 mm, zone IV dans la section 3.2.2].

Aux temps courts, tous les DQM longitudinaux et transverses présentent le méme comportement
balistique en ¢2.

Puis ce régime laisse la place au régime intermédiaire, d’autant plus rapidement atteint que la
configuration zigzag est de faible amplitude. Ce régime intermédiaire, en ¢ et en ¢'/2 respectivement
pour les faibles et fortes dissipations, est plus marqué pour les mouvements longitudinaux que pour
les mouvements transverses. Le régime corrélé n’étant visible que sur une décade dans le cas du
mouvement transverse a faible amortissement.

Aux temps plus longs un régime diffusif linéaire en temps correspondant au mode de transla-
tion d’ensemble du systéme est retrouvé pour les DQM longitudinaux, le temps caractéristique de
passage vers ce régime diffusif étant plus court pour le zigzag de faible amplitude.

Concernant les mouvements transverses, on observe bien une saturation pour toutes les confi-
gurations présentées ici avec, comme attendu, une valeur de saturation plus importante pour la
configuration zigzag de grande amplitude, ce qui est cohérent avec ’expression présentée équa-
tion (8.29).

Maintenant que les caractéristiques régulieres des DQM ont été discutées, on va s’intéresser a
leur modification a I’approche des seuils de transition. Dans un premier temps nous discuterons de
I’évolution des DQM a I'approche de la transition d’une configuration en zigzag vers celle en ligne,
c’est a dire lorsque § — 3, autrement dit lorsque h — 0. Puis dans nous nous intéresserons aux

transitions faisant passer le systeme d’une configuration homogene a une configuration inhomogene.

8.4 Divergence du DQM transverse et transition zigzag

En présence de fluctuations thermiques, le seuil de transition zigzag est difficile & définir et a
mesurer précisément. En effet si I'on s’intéresse aux configurations moyennes prises par le systeme,
on s’apercoit que la valeur du seuil est sous estimée car juste en dessous du confinement seuil I’am-
plitude du zigzag est tres faible et le systeme fluctue trés rapidement entre les deux configurations

zigzag et zagzig possibles, entrainant 'apparence d’une configuration en moyenne en ligne.

Il a été montré que ’étude des DQM transverses des particules dans la configuration en ligne a
Papproche du seuil présente une divergence des valeurs de saturation au seuil [voir équation 8.15] [35].
Cette divergence offre 'opportunité de mesurer précisément le seuil de transition zigzag en présence
d’un bain thermique. Nous rappellerons brievement les comportements observés sur les DQM a I’ap-

proche de la transition zigzag par valeur supérieure 5 — ﬁ}z, c’est a dire lorsque le systeme est
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FIGURE 8.2 — FEvolution du DQM des particules, a gauche selon la direction longitudinale et
a droite selon la direction transverse. En haut v = 1 s~ et en bas v = 10 s~1. Pour chaque
figure les symboles correspondent aux valeurs mesurées a partir des simulations, pour un zigzag
de hauteur h = 0.10 mm (e = 0.04) en carrés cyans et h = 0.78 mm (e = 0.80) en ronds bleus.
Enfin les courbes continues correspondent aux DQM calculés a partir de la reconstruction des

modes, respectivement en magenta et en rouge pour h = 0.10 mm et h = 0.78 mm.

en configuration en ligne, puis nous nous intéresserons a 1’évolution du DQM transverse a ’ap-
proche de la transition par valeur inférieure 8 — 3, ,, afin de pouvoir comparer I’évolution des

comportements critiques de chaque c6té du seuil de transition.

8.4.1 Passage de la configuration en ligne a la configuration en zigzag

La figure 8.3 présente ’évolution du DQM transverse des particules de la chalne a ’approche
du seuil de transition zigzag. On observe qu’aux temps longs 'amplitude de saturation augmente

lorsque 8 diminue et tend vers le seuil de transition zigzag.

Ceci peut s’explique simplement dans le cadre de notre modele du DQM, la relation de dispersion
de la chalne est marquée, a la transition zigzag pour 8 = Bzz, par l'existence d’un mode de
fréquence nulle de nombre d’onde ¢ = w. L’apparition de ce mode mou est le signe d’une transition
configurationnelle faisant passer le systeme d’une configuration en ligne a une configuration en
zigzag. Ainsi, a 'approche de la transition zigzag, la fréquence propre du mode ¢ = 7 diminue
progressivement pour atteindre zéro a la transition. L’apparition de cette fréquence propre nulle

est a l'origine de la divergence de la saturation en kgT/(mw?(s)) du DQM transverse observé.

La figure 8.3 présente la comparaison entre les valeurs des DQM transverses mesurées a l'aide

de simulations et le calcul réalisé a partir de la reconstruction des variances des modes propres.
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On observe que l'accord entre les deux est parfait, et ce méme pour des valeurs de confinement se

rapprochant du seuil de transition zigzag.

0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
t(s) t(s)

FIGURE 8.3 — Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen transverse a l’approche
du seuil de transition zigzag par valeur supérieure, 8 = Bzz, pour deux valeurs de dissipation
différentes a gauche vy =1 s~' et a droite v = 10 s~ 1, et pour une température T = 10° K. Les
symboles correspondent a des mesures effectuées sur des simulations et les courbes au calcul par
reconstruction. Les confinements considérés sont tels que € = 0.061 en étoiles violettes et trait
orange, € = 0.012 en ronds bleus et trait rouge et € = 0.0035 en carrés cyans et trait magenta.
Les courbes en gris correspondent au comportement limite attendu par le calcul lorsque € = 0.
Le trait noir hachuré souligne le régime balistique a temps court.

De plus a partir de la reconstruction il est possible de calculer le DQM transverse des particules
exactement au seuil de transition pour 8§ = Bzz. On observe alors que le mouvement transverse
des particules devient diffusif et linéaire en temps a temps long. Ceci est cohérent avec le fait qu’au
seuil de transition zigzag la force exercée par le potentiel de confinement est exactement compensé
par la force d’interaction entre particules, celle-ci ne ressentent aucun potentiel transverse et diffuse
donc librement.

Plus quantitativement la figure 8.4 présente I’évolution de la valeur de saturation du DQM
transverse en fonction de I’écart au confinement seuil € définit comme 5 = (1—¢)5z7 et sa divergence
a Papproche du seuil. L’insert en échelle Log-Log montre que ce comportement a temps long est
principalement dominé par le DQM associé au mode transverse de nombre d’onde ¢ = 7 dont la

fréquence tend vers zéro a la transition.

Remarquons que le DQM longitudinal des particules n’est lui pas du tout modifié a ’approche
du seuil de transition zigzag, comme on le voit & la fois sur les résultats de simulation et sur
les reconstructions présentés figure 8.5. Cela n’a rien de surprenant car la relation de dispersion
présentée équation (1.11) pour les modes longitudinaux qui controle le DQM longitudinal de la

configuration en ligne ne dépend absolument pas du confinement transverse.
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FIGURE 8.4 - Evolution de la valeur de saturation du DQM transverse a lapproche de la
transition zigzag (B = Bzz) pour une température de T = 10° K. Les symboles correspondent
aux différentes valeurs présentées dans la figure 8.3. La figure en insert représente la méme
évolution en échelle Log-Log et la courbe en pointillés rouge correspond a la valeur de saturation

attendue uniquement pour le mode de nombre d’onde w, et qui domine le comportement lorsque

B—= Bzz.
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FIGURE 8.5 — Evolution temporelle du DQM longitudinal a Uapproche du seuil de transition
zigzag par valeur supérieure, B = Bz, pour deux valeurs de dissipations différentes a gauche v =
157! et g droite y = 10 s™1, et pour une température T = 10° K. Les symboles correspondent d
des mesures effectuées en simulations et les courbes au calcul par reconstruction des modes. Les
confinements considérés sont tels que € = 0.061 en étoiles violettes et trait orange, € = 0.012
en ronds bleus et trait rouge et € = 0.0035 en carrés cyans et trait magenta. Le trait tirets met
en évidence le régime balistique o temps court et le trait en pointillés le comportement diffusif

a temps long.

8.4.2 Passage de la configuration en zigzag a la configuration en ligne

La présentation de la reconstruction des DQM a partir des comportements des modes propres
de la configuration en zigzag, présentée section 8.3, nous permet maintenant de caractériser les
mouvements du systéme a I’approche de la transition zigzag par valeur inférieure, c’est a dire pour
B S Bzz et f— B,

La grande différence par rapport a la section précédente est qu’il existe nécessairement un
domaine de confinement proche de Bzz pour lequel les fluctuations thermiques permettent au

systeme de transiter entre configuration zigzag et zagzig, ce qui rend la description plus délicate.

Le passage d’une configuration a l'autre correspond a un processus activé thermiquement. Le
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temps caractéristique de passage entre configurations zigzag et zagzig suit une loi de Kramers [75] de
telle sorte que le temps de passage moyen croit exponentiellement avec 'inverse de la température.
Ainsi pour exhiber les comportements spécifiques du DQM & la transition, il est préférable de
présenter les résultats obtenus a basse température de maniere a augmenter fortement le temps

passé par systeme dans une des deux configurations d’équilibre.

La figure 8.6 présente ’évolution du DQM transverse proche du confinement seuil Szz ainsi
obtenu. On retrouve un comportement tres semblable a celui décrit pour 'approche de la transition
zigzag par valeur supérieure. En effet aux temps courts on observe toujours en régime balistique.
Puis pour des temps intermédiaires un régime corrélé, linéaire en temps pour les faibles dissipations
et en racine du temps pour les fortes dissipations. Comme précédemment la durée de ce régime cor-
rélé augmente lorsque ’on se rapproche du seuil de transition zigzag, entrainant une augmentation
de la valeur de saturation observée aux temps longs. Les DQM mesurés a I'aide de simulations sont

toujours en bon accord avec le calcul effectué par reconstruction des modes.
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FIGURE 8.6 — Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen transverse a l’approche
du seuil de transition zigzag par valeur inférieure, B < Bzz, pour deux valeurs de dissipations
différentes & gauche v = 1 s~ et a droite v = 10 s~1, et pour une température T = 107 K.
Les symboles correspondent a des mesures effectuées en simulation et les courbes au calcul par
reconstruction des modes. Les différents systémes considérés sont caractérisés par la hauteur
du zigzag telle que h = 0.069 mm (e = 0.015) en étoiles violettes et trait orange, h = 0.022 mm
(e = 0.002) en ronds bleus et trait rouge et h = 0.0063 mm (e = 0.001) en carrés cyans et trait
magenta. Les courbes en gris correspondent au comportement limite attendu par le calcul des

modes lorsque € = 0. Le trait noir hachuré met en avant le régime balistique a temps court.

La divergence des valeurs de saturation est présentée quantitativement figure 8.7, ou 'on trace
la valeur de saturation en fonction de la hauteur de la configuration zigzag et également en fonction
de I'écart au seuil €. Pour rappel cette hauteur correspond de maniere univoque a une valeur de
raideur de confinement § d’apres la relation présentée équation (2.1). On trouve de nouveau une
divergence de la valeur de saturation a la transition dominée par le DQM du mode mou de nombre
d’onde ¢ = 0 (lié au repliement dans la demie zone de Brillouin du mode 7) a 'approche de la
transition. De plus cette divergence est caractérisée par une croissance en h~2 & I’approche du
seuil, comme le montre I'insert figure 8.7). Ce comportement correspond & une divergence en ¢!
attendue car la hauteur du zigzag est proportionnelle a la racine carrée de I’écart au seuil proche

de celui-ci [voir insert figure 8.7].
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FIGURE 8.7 — Ewvolution de la valeur de saturation du DQM transverse a gauche en fonction
de la hauteur du zigzag et a droite en fonction de €, a l'approche de la transition zigzag par
valeur inférieure (B < Bzz) pour une température de T = 107 K. Les symboles correspondent
aux différentes valeurs présentées dans la figures 8.6 et 8.8. Les figures en insert représentent la
méme évolution en échelle Log-Log et les courbes en pointillés rouges correspondent aux valeurs
de saturation attendues uniquement pour le mode de nombre d’onde 7/2, et qui dominent le

comportement lorsque h — 0.

On peut comprendre plus quantitativement la forte augmentation du DQM a I'approche du seuil
d’apres ’analyse des modes propres du systeme en remarquant que de nouveau cette augmentation
est liée a I'apparition d’un mode mou de fréquence nulle lorsque 8 — 3, ,. Comme on I’a vu dans la
section 8.3, le comportement a temps long du DQM transverse est dominé par le DQM associé au
mode de fréquence la plus basse. Dans ce contexte pour h — 0, on trouve que la fréquence propre
la plus petite, correspond au nombre d’onde ¢ = 0. On obtient alors pour la valeur de saturation

I’expression :
t—o0 2NkpT 2NkpT

2
(Ay=(1)) Dy4.4(0) ~ Cy(do)h?

ou l'expression la plus a droite a été obtenue a partir du développement de la fréquence propre

(8.30)

Dy 4(0) dans la limite h — 0 4. On retrouve avec ce développement la divergence en h~2 & 'approche

de la transition zigzag par valeur inférieure.

§ Comportement du DQM longitudinal a la transition

Finalement, la figure 8.8 présente ’évolution des DQM longitudinaux en fonction du temps
a l'approche de la transition. On observe que les DQM longitudinaux sont identiques pour les
différentes valeurs de confinements présentées figure 8.8. Ceci confirme que la transition zigzag
n’induit aucune modification particuliere dans les mouvements longitudinaux des particules, a la
fois pour I’approche par valeur supérieure 5 — ﬁ}'Z comme on I'a vu précédemment mais également
pour 'approche par valeur inférieure 8 — 3, de la transition zigzag. Ceci s’explique par le fait

que des deux cOtés de la transition, les configurations sont homogenes.

4. L’expression exact du coefficient C4(do) correspond & :

L F((2p— Ddo) — (2p — DdoK ((2p — 1)do)
C4(d0) 7;16 (2p—1)3d3
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FIGURE 8.8 — Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen longitudinal a l'approche
du seuil de transition zigzag par valeur inférieure, B < Bzz, pour deux valeurs de dissipations
différentes en (a) v = 1 s7% et en (b) v = 10 s7, et pour une température T = 107 K.
Les symboles correspondent a des mesures effectuées en simulations et les courbes au calcul
par reconstruction des modes. Les configurations considérées sont telles que h = 0.069 mm
(e = 0.015) en étoiles violettes et trait orange, h = 0.022 mm (e = 0.002) en ronds bleus et trait
rouge et h = 0.0063 mm (¢ = 0.001) en carrés cyans et trait magenta. Le trait tirets met en
évidence le régime balistique a temps court et le trait en pointillés le comportement diffusif a

temps long.

8.5 Modification du DQM et déstabilisation du zigzag vers les

configurations inhomogenes

Dans cette section nous allons nous intéresser a la transition faisant passer le systeme d’une
configuration en zigzag homogene a une configuration en zigzag inhomogene.

Nous allons voir que la perte de stabilité de la configuration en zigzag entraine d’importantes
modifications des DQM des particules & 'approche du seuil d’instabilité. Au dela de la similarité
du comportement de divergence des DQM transverse a la transition zigzag, on montrera que les
comportements critiques a ’approche des hauteurs seuils révelent une différence de mécanisme de
déstabilisation completement différent. Nous montrerons notamment que le DQM longitudinal des

particules est modifié a ’approche de la transition vers une configuration zigzag inhomogene.

8.5.1 Evolution de la variance transverse a la transition homogéne /inhomogéne

Dans cette sous-section 1’évolution du DQM transverse des particules a l'intérieur de la confi-
guration zigzag est décrite a 'approche des hauteurs critiques de perte de stabilité du zigzag, hc
et hoo définis équations (2.37) et (2.38). Ces deux hauteurs seuils sont caractérisées par I’appari-
tion d’un mode propre de fréquence nulle, correspondant au plus petit nombre d’onde ¢ = 7/N
nul accessible pour un systeme de 2N particules. L’apparition de ce mode mou lié a la perte de
stabilité entraine, comme au seuil de transition zigzag, une augmentation importante de la valeur

de saturation du DQM transverse.

La figure 8.9 montre le DQM transverse correspondant pour des confinements se rapprochant

de plus un plus de celui associé a la hauteur seuil h — h,. On observe pour chaque configuration
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un régime balistique & temps court puis un régime intermédiaire corrélé en t'/2, suivit d’un chan-
gement de régime caractérisé par un comportement linéaire en temps dont la durée augmente avec
I’approche de la hauteur seuil, avant que ne soit atteint une valeur de saturation. Pour toutes les
configurations on observe une saturation du DQM dont la valeur augmente lorsque I'on se rapproche

du seuil, he.
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FIGURE 8.9 — Evolution temporelle du déplacement quadratique moyen transverse a l’approche
de la hauteur seuil ho par valeur inférieure, pour deuzx valeurs de dissipation différentes en (a)
y=1s"1eten (b)y=10s""1, et pour une température T = 107 K. Les symboles correspondent
a des mesures effectuées a 'aide de simulations et les courbes au calcul analytique. Les différents
systeme considérés sont caractérisés par la hauteur du zigzag telle que h = 0.181 mm (e = 0.10)
en étoiles violettes et trait orange, h = 0.198 mm (e = 0.112) en ronds bleus et trait rouge et
h =0.201 mm (e = 0.117) en carrés cyans et trait magenta. Les courbes en gris correspondent
au comportement limite attendu par le calcul des modes lorsque ¢ = 0. Le systéme considéré
contient 2N = 16 particules dans une cellule périodique de longueur L = 30 mm, et pour laquelle

he1 = 0.2037 mm.

L’augmentation de la valeur de saturation du DQM en fonction de la hauteur est présentée
figure 8.10. On observe bien que la saturation diverge a ’approche de la hauteur seuil h¢q. L’insert
nous montre cependant que cette divergence augmente comme l’'inverse de I’écart a la hauteur seuil,

(hc1 —h)™" et non plus en h=2 comme précédemment.

De maniere équivalente la figure 8.11 présente les DQM transverses des particules a I’approche du
second seuil de perte de stabilité hgo, pour des hauteurs diminuant et se rapprochant de h — th.
Le comportement observé est parfaitement similaire a celui de hoq, avec une augmentation de la
valeur de saturation a I’approche du seuil. La figure 8.10 montre la divergence de la saturation, qui
est de nouveau proportionnelle & 'inverse de I’écart a la hauteur seuil, (h — h02)71.

Ces divergences correspondent bien a la prédominance progressive dans le DQM transverse de
la contribution du mode ¢ = w/N dont la fréquence tend vers zéro lorsque l'on s’approche de
I'instabilité du zigzag homogene.

En effet 'expression du DQM transverse se réduit alors & :

t—500 2N’A373(% 2]{?BT h—hcy 2N/{)BT

h—h,  2NkgT
D3 3(%) Chi(hc1 —h)

et (AyA(t)) Cralh — hoa)

(Ay*(1))

(8.31)
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FIGURE 8.10 — Ewvolution de la valeur de saturation du DQM transverse en fonction de la
hauteur du zigzag, a l’approche des hauteurs seuils, 4 gauche ho1 par valeur inférieure et a droite
hca par valeur supérieure, pour une température de T = 107 K. Les symboles correspondent aux
différentes valeurs présentées figures 8.9, 8.13, 8.11 et 8.14. Les figures en insert représentent
la méme évolution en échelle Log-Log et a chaque fois la courbe en pointillé rouge correspond
a la valeur de saturation attendue pour le mode correspondant au premier nombre d’onde non

nul m/N, qui domine les comportements lorsque h — hgy et h — hJCCQ.
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FIGURE 8.11 — Evolution temporelle du DQM transverse a ’approche de la hauteur seuil hoo
par valeur supérieure, pour deuz valeurs de dissipations différentes ¢ gauche v =1 s % et a

L et pour une température T = 107 K. Les symboles correspondent a des

droite v = 10 s~
mesures effectuées en simulation et les courbes au calcul par reconstruction des modes. Les
différents systéme considérés sont caractérisés par la hauteur du zigzag telle que h = 0.778 mm
(e = 0.794) en étoiles violettes et trait orange, h = 0.744 mm (e = 0.769) en ronds bleus et
trait rouge et h = 0.738 mm (e = 0.763) en carrés cyans et trait magenta. Les courbes en
gris correspondent au comportement limite attendu par le calcul des modes lorsque € = 0. Le
trait en tirets met en avant le régime balistique a temps court. Le systéme considéré contient
2N = 16 particules dans une cellule périodique de longueur L = 30 mm, et pour laquelle

hoo = 0.7321 mm.

Les expressions pour les dépendances de D3 3(%)/[A33(5) 2 sont obtenues numériquement 3
I’aide d’un développement autour des hauteurs seuils ho1 et hoo. On trouve que I’évolution de
D3 3(%) proche des hauteurs seuil est linéaire comme le montre la figure 8.12. Les coefficients
Chi1 et Cho sont estimés numériquement, a 'aide un ajustement linéaire on trouve Cp; = 3.7 X
107 kgm t.s72 et Cpp = 5.0x 107! kg.m~'.s72. On retrouve avec ce développement la dépendance

en (hc1 —h)~!et (h—he2)~! de la valeur de saturation des DQM transverses & I’approche du seuil
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de perte de stabilité du zigzag.
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FIGURE 8.12 — Evolution du rapport Ds3(%)/|Ass(%)|? en fonction de lécart auz valeurs de
hauteurs seuils hc1 en (a) et hoo en (b). Les larges traits plein cyan correspondent a l'estimation
numeérique et les fines droites en bleues correspondent a l'ajustement linéaire. Les hauteurs seuils
sont her = 0.2037 mm en (a) et hoo = 0.7321 mm en (b) pour un systéme de 2N = 16 particules

dans une cellule périodique de longueur L = 30 mm, comme dans les figures 8.9 et 8.11.

8.5.2 Evolution de la variance longitudinale a la transition homogéne/inhomogéne

Finalement nous allons décrire I’évolution du DQM longitudinal a ’approche des hauteurs seuils
hcot et hoo. Contrairement au cas de la transition zigzag pour laquelle le DQM longitudinal reste
identique, la transition homogene/inhomogene entraine une augmentation du DQM longitudinal

des particules.

Les figures 8.13 et 8.14 présentent plusieurs DQM longitudinaux en fonction du temps pour des
configurations zigzag dont la hauteur tend respectivement de hoy par valeur inférieure et hoo par
valeur supérieure. Ces courbes présentent des caracteres similaires, aux temps courts le DQM suit un
régime balistique classique, puis un court régime corrélé est visible avec toujours un comportement
a faible dissipation linéaire en temps et a forte dissipation en racine du temps. Et enfin aux temps
long le systéeme retrouve un régime linéaire en temps. Cependant comme le montrent les inserts
figures 8.13 et 8.14, le DQM longitudinal des particules augmente légerement & l’approche des

hauteurs seuils respectivement hcy et heoo.

Cette augmentation du coefficient de diffusion des particules est présentée dans la figure 8.15 a
Papproche des deux seuils hoy et heoe en fonction de la hauteur de la configuration zigzag. On voit
cette fois-ci que I'augmentation du coefficient de diffusion est saturée.

Le calcul du comportement & temps long des DQM longitudinaux a ’approche des hauteurs
seuils de perte de stabilité peut étre obtenu a partir de I'expression équation (8.25). En effet les
valeurs limites du coefficient de diffusion attendues aux temps longs lorsque h = ho1 et h = hoo
sont dominées par les contributions des deux modes dont les valeurs propres sont nulles et qui
conduisent a un DQM longitudinal de la forme :

(e R u

L’augmentation du coefficient de diffusion dépend donc directement de la valeur du coefficient

t(1+ 4|A3(5) ) (8.32)

|A13(%) 2 lorsque h = hcy et h = hea, on trouve respectivement des valeurs numériques de 0.498



166 CHAPITRE 8. COMPORTEMENT DIFFUSIF D'UNE CHAINE DE PARTICULES EN ZIGZAG
51074 (@ | | 7l
2x 1074
e 2x 1074 | "E1x107
5 ; £
1x107% ” 1 X5x107%
Né 4****. Né
=50 o 4 <~ _
~5x10 g 2x107%}
x -5
2% 10_5  fad ‘ ‘ ) 1x10 ‘ ‘ , ‘ ‘
2 5 10 20 10 20 50 100 200
t(s) t(s)
FIGURE 8.13 — Evolution temporelle du DQM longitudinal a ’approche de la hauteur seuil
hct par valeur inférieure, pour deuz valeurs de dissipations différentes en (a) v = 1 s71 et
en (b) v = 10 s71, et pour une température T = 107 K. Les symboles correspondent d des
mesures effectuées par simulation et les courbes au calcul par reconstruction des modes. Les
différents systémes considérés sont caractérisés par la hauteur du zigzag telle que h = 0.181 mm
(e = 0.10) en étoiles violettes et trait orange, h = 0.198 mm (e = 0.112) en ronds bleus et
trait rouge et h = 0.201 mm (e = 0.117) en carrés cyans et trait magenta. Les courbes en
gris correspondent au comportement limite attendu par le calcul des modes lorsque h = heoa.
L’insert montre l’évolution compléte du DQM, sur une plage de temps plus longue. Le systéme
considéré contient 2N = 16 particules dans une cellule périodique de longueur L = 30 mm, et
pour laquelle ho1 = 0.2037 mm.
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FIGURE 8.14 - Evolution temporelle du DQM longitudinal a 'approche de la hauteur seuil
hea par valeur supérieure, pour deuz valeurs de dissipations différentes en (a) v = 1 s=% et
en (b) v = 10 s71, et pour une température T = 107 K. Les symboles correspondent d des
mesures effectuées en simulations et les courbes au calcul par reconstruction des modes. Les
différents systéeme considérés sont caractérisés par la hauteur du zigzag telle que h = 0.778 mm
(e = 0.794) en étoiles violettes et trait orange, h = 0.744 mm (e = 0.769) en ronds bleus et
trait rouge et h = 0.738 mm (e = 0.763) en carrés cyans et trait magenta. Les courbes en gris
correspondent au comportement limite attendu par le calcul des modes lorsque ¢ = 0. L’insert
montre I’évolution compléte du DQM, sur une plage de temps plus longue. Le systéme considéré
contient 2N = 16 particules dans une cellule périodique de longueur L = 30 mm, et pour laquelle
heo = 0.7321 mm.

et 0.461. Ces valeurs correspondent a un multiplication par deux du coefficient de diffusion aux

temps longs, dont on retrouve la trace sur les DQM longitudinaux a Papproche des seuils [voir
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figures 8.13, 8.14 et 8.15].
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FIGURE 8.15 — Ewvolution de la valeur du coefficient de diffusion a temps long du DQM lon-
gitudinal (en unité de Dy = kgT/(m~)) en fonction de la hauteur du zigzag, d lapproche
des hauteurs seuils, en (a) ho1 par valeur inférieure et en (b) hoo par valeur supérieure. Les
symboles correspondent aux différentes valeurs présentées figures 8.13, 8.13, 8.11 et 8.14. Les
figures en insert représentent la méme évolution en échelle Log-Log et a chaque fois la courbe
en pointillé rouge correspond a la valeur de saturation attendue pour le mode correspondant
au premier nombre d’onde non nul w/N, qui domine les comportements lorsque h — hoy et
h — hcg.

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré comment ’analyse des comportements dynamiques des
particules pouvait renseigner sur les propriétés structurales des systemes qu’elles constituent®.
Nous avons rappelé les principes généraux de la méthode de reconstruction de leurs DQM a partir
des équations associées aux modes propres du systeme dans le contexte d’une seule chaine de
particule [35], puis I'avons étendue & I’analyse de DQM des particules dans une configuration zigzag

en double chailne.

Nous avons utilisé cette méthode pour interpréter les comportements observés des DQM lors des
transition structurelles du systémes, qu’il s’agisse de la transition entre systéme homogene (ligne
et zigzag) ou entre systémes homogene/inhomogene (zigzag et bulle).

Au voisinage de la transition entre configurations homogenes (ligne et zigzag), nous avons pu
décrire la divergence des DQM transverse a ’approche du seuil 87z a la fois par valeur supérieure,
comme cela avait déja été réalisé a partir de la configuration en ligne [30] mais également par valeur
inférieure a partir de la configuration en zigzag, pour laquelle nous avons montré que la saturation
du DQM transverse diverge comme l'inverse de I’écart au seuil de la transition zigzag, soit en h™2,
de maniere symétrique par rapport a 'approche par valeur supérieure. Nous avons remarqué qu’a
I'inverse aucune modification n’est visible sur les DQM longitudinaux au passage de la transition

entre configurations homogenes.

5. Dans ce chapitre nous nous sommes restreints a la description de petits systémes, pour lesquels la configuration

en zigzag homogene est stable pour une large gamme de confinement [voir chapitre 2]
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Pres des seuils de transition entre une configuration homogene et inhomogene (zigzag et bulle),
comme pour la perte de stabilité de la configuration zigzag, nous avons montré que lorsque h — h;
par valeur inférieure et h — th par valeur supérieure, la valeur de saturation du DQM transverse
diverge comme l'inverse de 1’écart a la hauteur seuil. Nous avons également mis en évidence la
modification du DQM longitudinal a I’approche de la transition entre configuration homogene et
inhomogene, au travers de 'augmentation du coefficient de diffusion, phénomene non observé lors

de la transition entre configurations homogenes (ligne et zigzag).
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9.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier la diffusion d’une chaine de particules soumise a un potentiel
périodique. Contrairement au chapitre précédent ol nous avons étudié la diffusion des particules
dans la configuration zigzag, nous avons choisi ici de découpler les deux chaines de la configuration
et de considérer uniquement la diffusion d’une chaine de particules dans le potentiel créé par I'autre

chaine.

La question de la diffusion d’une particule dans un potentiel périodique est un probleme tres
ancien, pour lequel de trés nombreux résultats ont été obtenus, a commencer par les premiers
résultats théoriques concernant la diffusion d’une particule dans un potentiel périodique statique,
montrant la diminution drastique du coefficient de diffusion avec 'augmentation de la hauteur de
barriere du potentiel [53, 54, 40]. Ces résultats ont été suivis de nombreuses avancées concernant la

diffusion d’une particule dans un potentiel asymétrique, de type « ratchet » ou ayant des barrieres
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intermittentes et fluctuantes en amplitude (Résonance stochastique) [101, 50, 16, 93]. D’autres
travaux ont été consacrés a la diffusion dans un potentiel périodique d’une particule soumise a une

force extérieure statique ou oscillante [92].

Ce n’est que plus récemment qu’'un intérét a été porté a la diffusion de systémes de particules
couplés, comme par exemple les dimeres [65]. Ces études n’ont été que peu poursuivies et le mou-
vement diffusif d’une chaine de particules dans un potentiel statique périodique reste encore assez
mal compris. Deux types de résultats ont été obtenus, leurs domaines de validité étant guidés le
plus souvent par les limites des modeles utilisés. Les uns s’intéressent au mouvement de la chaine
sur des distances plus grandes que le pas du potentiel, les seconds au contraire ne décrivent que
le comportement des particules diffusant sur des distances inférieures a ce pas. Nous présenterons
plus en détails ces résultats dans la section 9.2.

En outre aucune étude a notre connaissance ne s’est intéressée au probleme de la diffusion d’une
chaine dans un potentiel fluctuant en position. Pourtant dans de nombreux systemes, comme par
exemple dans les chaines de vortex dans les supraconducteurs en bandes [19], dans les chaines d’ions
dans des canaux ioniques ou dans des systemes de billes confinées en ilots de Wigner, le potentiel

de confinement fluctue et ces questions peuvent étre importantes.

Dans ce contexte, nos systemes quasi-unidimensionnels peuvent étre de bons candidats pour étre
des systemes modeles des lors qu’on les considéere comme un sous-systéme diffusant dans un potentiel
périodique créée par l'autre partie du systeme. Ainsi un zigzag de 2N particules, correspond a
une chaine de N particules qui diffusent dans un potentiel périodique de N périodes créé par
la seconde chaine. La configuration d’'un tel systéeme ne comporte donc qu’une seule particule
par maille. Cependant dans les systémes annulaires il est possible d’observer des structures pour
lesquelles plusieurs particules de la chaine se trouvent dans chaque période du potentiel. On retrouve
notamment de telles géométries dans les systemes en ilots de Wigner vers lesquels nous reviendrons

en détails section 9.3.3.

Apres avoir rappelé section 9.2 les principaux résultats existants concernant le comportement
dynamique d’une chaine dans un potentiel périodique statique, nous nous intéresserons successive-
ment aux cas de configurations commensurables contenant une ou plusieurs particules par période
du potentiel (section 9.3). Nous montrerons en particulier que la diffusion des particules peut étre
augmentée par rapport a celle des particules d’une chaine libre. Nous avons appliqué cette analyse
au cas des particules d’ilots de Wigner dans lesquels un accroissement de la diffusion avait été ob-
servé. Ces systemes de particules confinées dans un disque s’organisent en couronne concentrique,
la position relative des particules sur les couronnes étant identiques a celles du modele proposé.

Toutefois nous montrerons que les observations qui avaient été faites dans ces systemes de
particules confinées circulairement ne peuvent étre expliquées uniquement a partir de I’étude du
mouvement de la chaine dans un potentiel statique.

C’est pourquoi nous nous intéresserons ensuite a I'influence des fluctuations thermiques de po-
sition du potentiel sur le mouvement de la chaine (section 9.4), 'hypothese ayant été faite d'un
« transfert de fluctuations » du potentiel aux particules de la chaine. Cette hypothese sera validée

en comparant le mouvement d’une chaine de particules dans un potentiel périodique fluctuant avec
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une particule par période de potentiel au mouvement des particules dans la configuration zigzag.
Puis nous présenterons quelques pistes qui pourraient expliquer ’origine de ce processus de transfert
de fluctuations. Nous introduirons la notion de température effective pour décrire le transfert direct
de fluctuations thermiques a la particule et la notion de potentiel effectif pour décrire le potentiel

moyen ressenti par la particule de la chaine.

9.2 Quelques résultats antérieurs

Les études décrivant le mouvement d’une chaine sur des distances plus grandes que la période
du réseau concernent soit des systemes de particules en interaction de type « coeur dur » soit une
chaine de particules liées par un ressort.

Dans le cas des interactions « coeur dur », Taloni et al [105] ont montré que la mobilité F' des
particules en présence d’un potentiel pouvait étre obtenue simplement en remplacant le coefficient
de diffusion libre d’une particule Dy dans ’expression de la mobilité en absence de potentiel Fjy =
\/W par le coefficient de diffusion D. d’une particule en présence du potentiel. Le bon
accord entre la mobilité F' obtenue par simulation et celle calculée en utilisant F' = /4D /(p?n)
confirme la validité de cette procédure. Qualitativement, ’argument utilisé par Taloni et al [105]
peut se comprendre en considérant que dans le cas d’une interaction de contact, une particule
ne ressent ’existence de ses voisines que lorsqu’elle a diffusé en moyenne sur la distance entre
particules. Ce déplacement sera décrit par Dy ou D selon que la diffusion de la chaine se fera ou
non sur un potentiel périodique. On peut s’en convaincre plus quantitativement en retrouvant la
formule de la mobilité F'. Le régime corrélé débute lorsqu’une particule du systeme a diffusé sur la
distance d entre particules, soit & partir d’un temps ¢ tel que ¢t ~ d?/(2D) ot D est le coefficient de
diffusion d’une seule particule (égal & Dy ou D.. selon les cas). L’évolution temporelle de ce régime
intermédiaire dépend de n(t), la densité de particules qui n’ont pas parcouru cette distance d a

I'instant ¢. Cette densité diminue au cours du temps et est simplement donnée par :

¢ dz 2 ¢ dx d
n(t) = ——— e 4Dt ~ ~ (91)
—d VAn Dt t=oo J_gvAnDt v/ 7mDt
Dans ce cadre, le DQM est alors simplement donné par :
(Az?(t)) = 2Dt d (9.2)
Vr Dt .

ce qui conduit & F' = /4D/(pr), expression proposée par Taloni et al. [105]. Ce raisonnement est

totalement général et reste valable pour toute particule ayant un mouvement diffusif.

Le second type de modele décrivant le mouvement des la chaine sur plusieurs périodes du po-
tentiel releve des modeles de type Sine-Gordon ou Frenkel-Kontorova [15]. Parmi eux, le modele de
Gunther et Imry [62] propose une image simple pour expliquer les DQM des particules. Ce modele
considere une chaine de particules liées par des ressorts et se déplacant dans un potentiel sinusoidal,
la distance entre particules étant égale a la période du potentiel. La présence de solitons mobiles

en faible nombre est supposée. Dans ce cadre, une particule oscillera dans son puits de potentiel
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jusqu’a ce qu’un soliton passe, la particule pouvant alors sauter dans le puits voisin. La diffusion
des particules est ainsi gouvernée par celle des solitons dont la dynamique est largement étudiée
dans la littérature, que ce soit une diffusion libre, en présence de force extérieure ou avec des condi-
tions aux limites réfléchissantes. Pour une chaine infinie avec des solitons de durée de vie infinie, le
DQM est trouvé proportionnel & t1/2 & grand temps, le coefficient de proportionnalité décroissant
exponentiellement avec ’énergie de la barriere de potentiel. En revanche, lorsque la durée de vie 7

des solitons est prise en compte la dynamique devient :

(AZ%(t)) o t'? pourt<T (9.3)
x 32 pourt>rT (9.4)

Peu de résultats ont été obtenus concernant le comportement dynamique des particules d’'une
chaine lorsqu’elle diffuse sur des distances inférieures a la période du potentiel.

Signalons deux articles qui suggerent que la mobilité des particules en présence d’un potentiel
périodique peut étre supérieure a celle observée en abscence de potentiel des lors que la distance
entre particules est inférieure & la période du potentiel [66, 67]. Ces études numériques ont été réali-
sées sur des systemes colloidaux en interaction dipolaire électrique [66] et dipolaire magnétique [67].
Les résultats obtenus sont qualitativement identiques. Si la période du potentiel est supérieure a la
distance entre particules, leur diffusion passe progressivement d’une diffusion de type « Single File
Diffusion » en #1/2 & une diffusion en ¢ précédée par un ralentissement dit au piégeage temporaire
des particules. A linverse si la période est inférieure a d, la mobilité F' devient insensible aux varia-
tions d’amplitude du potentiel et supérieure a celle observée en ’absence de potentiel. Les auteurs
suggerent que « cette perte de corrélation » serait due & « un possible dépiégeage des particules sur

le potentiel ».

Dans ce contexte, le processus que nous proposons pour expliquer ces comportements ou ’aug-
mentation de la mobilité observée dans les ilots de Wigner est d’une autre nature. L’analyse des
DQM par la superposition des diffusions modes propres de vibration montre que l'ouverture de
bande interdite dans le spectre de ces excitations peut expliquer ces comportements surprenants.

Nous allons expliciter cette approche dans la section suivante.

9.3 Mouvement d’une chaine dans un potentiel statique : influence

de la commensurabilité

Dans cette section nous allons étudier les conséquences sur les DQM longitudinaux des particules

des modifications du spectre de vibration de la chaine induites par la présence du potentiel.

Si on s’intéresse au cas d’une seule particule par maille, la configuration d’équilibre du systeme
correspond trivialement a une particule disposée dans chaque minimum du potentiel. La dynamique
des particules est alors simple : chacune d’elle est piégée dans un puits de potentiel que 'on peut
considérer localement comme harmonique, de telle sorte qu’a faible température le DQM est saturé.
Remarquons que dans ce cas, le spectre des fréquences propres n’est que faiblement modifié par le

potentiel. La situation devient plus intéressante dans le cas ou il y a plusieurs particules par maille.
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9.3.1 Présentation d’un modele a deux particules par période

§ Présentation du modéle

On s’intéresse ici au mouvement d’une chaine de particules dans un potentiel périodique avec
plusieurs particules par période du potentiel. Nous nous restreindrons tout d’abord a ’étude d’un

systeme avec deux particules par période.

Pour cela on considere le modele avec une simple chaine de 2N particules espacées d’une distance
moyenne de d et couplées par des interactions harmoniques de raideur k avec les particules voisines.
Les conditions aux bords choisies pour ce systeme sont cycliques. De plus cette chaine de particules
est soumise a un potentiel périodique de période deux fois plus grande que la distance moyenne
entre particules, comme le montre la figure 9.1. On suppose a priori que la configuration d’équi-
libre du systeme correspond a une configuration de particules disposées au niveau des extrema du
potentiel de facon homogene. On déterminera a posteriori les conditions pour lesquelles cet équi-
libre particulier est stable. Cette configuration qui peut paraitre académique correspond en fait a
celle observée dans les ilots de Wigner ayant un nombre dit « magique » de particules [25]. Nous y
reviendrons section 9.3.3. Afin de se placer dans le cadre le plus général possible on considerera que
la raideur du potentiel périodique aux positions des maxima, notée k1 (k1 > 0), est différente de la
raideur aux positions des minima, notée ko (ko > 0), voir figure 9.1. Nous verrons que ce point est

essentiel.

1.5}
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FIGURE 9.1 — Schéma du systeme présentant une chaine de particules soumises a un potentiel
périodique dont la raideur est différente entre les mazima ki et les minima ks, et dont la
période est égale au double de la distance moyenne entre particules. On suppose que la position
d’équilibre correspond a une situation avec des particules aux sommets du potentiel, en orange,
et des particules aux creur du potentiel, en vert. Les particules formant la chaine interagissent

entre plus proches voisins, avec une interaction harmonique de raideur k.

Comme pour 'analyse de la stabilité linéaire de la configuration zigzag, ce systéme peut étre
considéré comme un ensemble de N cellules avec deux particules par maille, localisées respecti-

vement au maximum et au minimum du potentiel. Soient x;(t) et u;(t) les faibles déplacements
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autour des positions d’équilibre des particules de la 7®™¢ cellule. Les équations dynamiques pour les

mouvements des particules s’écrivent :

miE; = —myd; + k (ug + ui—1 — 2x;) + ke + pf (t)
mu; = —myu; + k ($i+1 +x; — 2uz~) — kou; + ,U%(t)

ot pul(t) et p2(t) correspondent & des forces aléatoires de moyenne nulle et avec <,u{(t),uj,,(t’ )) =
QkBTm’Y(S(Za Z/)5(37]/)5(t7 tl)
A partir de la condition de périodicité on peut développer ces équations couplées sur la base de

Fourier discrete suivante :
1 N .92 . N 2 .
Z(s,t) = N ij(t)e_zﬁﬁsj et x;(t) = an(s,t)elﬁﬂs]. (9.6)
j=1

De telle sorte que les équations dynamiques deviennent :

I(s) = —vi(s) + £ <a(s) +i(s)e NS — 25;(,;)) + hg(s) 4 B

. . " o L (9.7)
u(s) = —yi(s) + = (i(s)e’ﬁs + #(s) — 211(3)) + Rag(g) 4 E50)

§ Décomposition modale des mouvements de la chaine de particules

On cherche ici a décomposer les mouvements du systeme en 'absence de dissipation et de bruit
thermique selon les modes propres du systeme. Cette décomposition nous permettra ensuite de
remonter aux propriétés diffusives du mouvement des particules, comme il a été vu section 8.2.

A partir de la décomposition selon les modes de Fourier présentée équation (9.7), on trouve que

la matrice dynamique s’écrit :

- 27

1 k1 — 2k k(1+e*nN*

M(h) = — ! 27 ( + ‘ " ) 9 (98)
m \k(1+ew%)  —k —2k

11 suffit de diagonaliser cette matrice pour obtenir les fréquences propres de vibration du systeme.

On trouve alors :

Wals)) = 3 [4k+ (ks — 1) £ /T + )2 T 162 co(q(s))| (99)
avec ¢(s) = 2ms/(2N) pour s = 1,..., N.

Cette relation de dispersion nous permet tout d’abord de discuter la stabilité de la configuration
d’équilibre que nous avons choisi a priori. On remarque que la fréquence propre de vibration la plus
faible du systeme correspond au mode w? (0). La condition de stabilité de la configuration s’écrit

alors :

1
w?(q=0) =3 [4k + (ks — k1) — /(k1 + k2)2 + 16k2| > 0 (9.10)
Cette condition lie explicitement les trois raideurs du probleme. On définit donc une raideur critique
k. entre particules caractérisant le seuil de stabilité de cette configuration :

k1ko

ke = s — ) (9.11)
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Si k > k. la configuration dans laquelle les particules sont équidistantes et disposées au niveau des
extrema du potentiel périodique est stable. Au contraire pour une raideur plus faible k < k. il est
plus favorable énergétiquement au systéme de ne pas disposer les particules de maniere équidistante
aux extrema du potentiel. Par ailleurs si k1 > ko, alors la valeur du seuil de raideur devient négative
et on trouve que la configuration avec une particule a chaque extremum du potentiel est toujours
instable.

Enfin il est important de noter que la différence de raideur du potentiel périodique est essentielle
pour stabiliser la configuration choisie a priori. En effet si I’on considere un potentiel périodique
avec des raideurs k; et ko identiques, on trouve alors que k. — 00, ce qui signifie que la configuration

homogene ne peut étre que marginalement stable dans la limite k. — oo.

8 Relation de dispersion et bande interdite

300;

S 200

100;

FIGURE 9.2 — Fréquences propres auz carrés w?(q) (en s=2) pour les modes acoustique (en
rouge) et optique (en bleu) en fonction du nombre d’onde sans dimension q. Les courbes ha-
churées correspondent a la relation de dispersion pour une chaine de particules et les courbes
pleines correspondent a la relation de dispersion pour la chaine soumise a un potentiel extérieur.
Les symboles en carrés bleus et ronds rouges correspondent aux fréquences propres discrétes ac-
cessibles pour un systéme de 2N = 16 particules. Ici la raideur de linteraction entre particules
vaut k = 1.5 x 10™% kg.s72, et les raideurs du potentiel périodique sont k1 = 1.64 x 10~ kg.s™2

et ko = 4.0 x 107* kg.s~2. L’insert correspond & un zoom sur les faibles nombres d’onde.

Il est essentiel de discuter le comportement de cette relation de dispersion plus en détails en se
placant dans le cas d’une configuration stable (k1 < ko et k > k). La figure 9.2 présente les relations
de dispersion correspondantes pour les branches optique et acoustique. A titre de comparaison, les
relations de dispersion pour une simple chaine harmonique de particules en interaction sans potentiel
extérieur sont également représentées.

On remarque que l'interaction avec le potentiel périodique crée une bande interdite dans la

relation de dispersion au niveau des grands nombres d’onde’! [7]. L’apparition de cette bande

1. Ce qui correspond a l'ouvertue d’une bande interdite au milieu de la zone de Brillouin si on considére la zone
étendue de la chaine en I'absence de potentiel.
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de largeur (ki + ko) entraine la modification des valeurs des fréquences propres intermédiaires
du systeme or comme nous 'avons vu précédemment lors de la description de la méthode de
reconstruction, ces fréquences propres intermédiaires controlent le régime corrélé du DQM a travers
la saturation successive des DQM associés aux modes propres. On s’attend donc a ce que ’apparition
de cette bande interdite entraine une forte modification du régime intermédiaire du DQM de la
chaine en interaction avec le potentiel périodique extérieur.

En revanche, on observe que w_(q = 0) # 0 ce qui correspond au fait que le systéeme n’est plus
invariant par translation, a cause de l'interaction avec le potentiel périodique. Cette disparition du
mode mou de translation entraine une modification importante du comportement des DQM aux
temps longs. Le régime de diffusion libre de I’ensemble de la chalne sans potentiel périodique est
remplacé par une saturation du DQM aux temps longs. Cependant dans la limite ou w_(q = 0) — 0,
on s’attend a ce que la valeur de saturation diverge comme nous I’avons vu dans le chapitre 8. C’est
pourquoi afin d’observer nettement la modification du régime corrélé liée a I'ouverture de gap on
cherchera a se placer dans la limite ou k& — k. par valeur supérieure, correspondant a la limite

w_(¢g=0)—0.
8§ Reconstruction des DQM

Si 'on prend de nouveau en compte l'interaction avec le bain thermique au travers de la force
fluctuante et du coefficient de dissipation, on trouve qu’a chacun des modes propres est associé une
équation de Langevin correspondant au mouvement d’une particule Brownienne dans un potentiel
harmonique de raideur w? (q)/m si wl(q) # 0 ou correspondant au mouvement d’une particule
Brownienne libre si w? (q) = 0. Comme il a été montré au chapitre 8 [voir équations (8.3) et (8.4)]
il est alors possible d’exprimer les DQM associés & chaque mode, pour reconstruire ensuite le DQM

des particules.

Pour cela il est nécessaire de calculer les vecteurs propres de la matrice dynamique, s’écrivant

icl :

1 (k1+k2)+/8k2+(k1+k2)2+8k2 cos(q)

_ 2(14e%)k 9.12
N : (9.12)

Vi

ot N est un facteur de normalisation.
Avec la matrice de passage correspondante P = (V_,V_), on trouve alors que 1’équation dyna-

mique se simplifie comme :

M (1)

Vs ==YV + DY, + (9.13)

avec D = P~IMP et )V, = P~1X,, avec Xs = (Z(s),(s)), et ot M(t) correspond au vecteur de
bruits blancs non corrélés spatialement et temporellement, défini simplement comme une somme

des bruits définis équation (9.5).
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Les variances des particules dans ’espace physique s’écrivent alors :

N
(A2 = 5 SO IP () PAGEP) (914)
s=1
2 1 Y 2 i\2
(Bad) = 3 3 By () 2(A)?) (915)
s=1

La figure 9.3 (a) représente les DQM associés a chacun des modes. On observe que les modes de
la branche optique [représentés en bleu| saturent trés rapidement a une faible valeur de DQM. Puis
il existe tout un intervalle de temps pendant lequel aucun mode ne sature du fait de 'existence
de la bande interdite dans la relation de dispersion. Et enfin les modes de la branche acoustique
saturent a leur tour [voir courbes rouges].

La figure 9.3 (b) compare les DQM obtenus apres reconstruction pour les particules placées a un
maxima du potentiel en orange et pour les particules placées dans un minima en vert. On trouve
que le mouvement des particules sur les maxima est plus important que celui des particules dans les
minima. Lorsqu’on calcule le DQM moyen pour toute la chaine de particule [voir courbe violette] et
qu’on le compare & celui d’une particule dans une chaine libre de particules, on trouve que durant
un régime intermédiaire, ici entre 1 s et 10 s, le mouvement des particules soumises & un potentiel
périodique est accéléré par rapport a celui d’'une particule dans une simple chaine.

L’existence de cet intervalle de temps pendant lequel aucun mode ne sature va induire des
différences importantes de comportement par rapport a ceux observés pour la chaine libre. Pendant
un temps fini, le DQM augmente plus rapidement pour la chalne couplée au potentiel périodique

que pour la chaine libre. Cet étonnant résultat est montré dans la figure 9.3 (c).
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FIGURE 9.3 — Ewvolution temporelle du DQM (a) pour les différents modes propres mis en jeu
dans le systéme, en rouge la branche inférieure et en bleu la branche supérieure; (b) aprés
reconstruction pour les particules aux sommets du potentiel en orange et pour les particules
dans les creux en vert, la courbe violette correspond a la moyenne sur la chaine entiére et la
courbe noire d une simple chaine de particules sans potentiel extérieur. (c) zoom sur les régimes
intermédiaire. Pour une raideur entre particules k = 1.27 x 107* kg.s72, et un potentiel de
raideurs ki = 1.67x 107 kg.s72 et ko = 5.0 x 107 kg.s~2. Le systéme considéré est caractérisé
par 2N = 16 particules, v =10 s7! et T = 10'° K.
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§ Expression de la mobilité

Plus quantitativement la mobilité des particules peut étre calculée en fonction des parametres
du probleme. Rappelons que pour la « Single File Diffusion », on définira la mobilité F' comme
(Az%(t)) = F/t.

Pour décrire le comportement du régime intermédiaire on a besoin de connaitre le nombre de
modes n(t) dont le DQM n’a pas atteint la saturation a l'instant ¢. Pour cela nous utilisons de

nouveau l'approximation de Debye, présentée au chapitre précédent. A partir de la relation de
2

dispersion linéaire au voisinage de ¢ = 0 pour w= (g) [voir figure 9.2] on trouve :

me? (q) 27 w2 (¢ = 0) + 2% e
B a \/(k‘l + k2)2 + 16k2

(9.16)

On considérera w? (¢ = 0) = 0 correspondant au cas limite k ~ k.
Pour un régime sur-amorti? pour lequel la dissipation (7 > wy(q)) est bien plus grande que

toutes les fréquences propres du systeme, ce nombre est donné par :

1/2
2N (myy/ (k1 + k2)? + 16K2 /
s 2k2 ¢

n(t)

(9.17)

Dans ce régime, on sait aussi que chaque mode évolue linéairement comme 2kgT /(Nm-y)t avant
d’atteindre la saturation. Ainsi en partant de 1’équation (9.14) de reconstruction du DQM, on

trouve :

2kpT

a) ~ 22

n(t)t

1/2
2]§?Bjjtﬂ m'Y\/(kl + k2)2 + 16k2 /
Nmvy 7 2k2t

1/2
2kpT k1 + k2)2 + 16k2
sT (W £ k2)? + 12 = FVi (9.18)
T my2k?

On remarque que pour une raideur entre particules de la chaine k& donnée, 'augmentation du
DQM pour le régime intermédiaire par rapport a la chaine libre est optimisée lorsque (k1 + ko)
est maximum. On retrouve ici I'influence de la bande interdite dans la relation de dispersion du
systeme en interaction avec le potentiel car la largeur de cette bande varie elle aussi comme la
somme des raideurs du potentiel périodique (ki + k2). Cependant, pour que la configuration avec
une particule au maximum et une au minimum soit stable il est nécessaire d’avoir k > k. avec k.

présenté équation (9.11). Dans le cas limite ou k = k. on trouve :

1/2

2 —k1ko 2
F (k1 +ko2)?2 + 16 (m> 2kpT [ 2
= 5 avec Fp = - —mwk
0 —kik
m72 <2(k11—/§2))
kT + k3
9.19
2k1ko ( )

2. Une analyse similaire pourrait étre réalisée pour de trés faible dissipation, comme il a été montré dans la
référence [32] on s’attend & obtenir un régime linéaire en ¢. Toutefois les résultats expérimentaux sur les ilots de

Wigner ont été obtenues a forte dissipation.
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Sur la figure 9.6 est représentée 1’évolution de F' adimensionné par Fy en fonction de la différence
de courbure entre le maximum et le minimum du potentiel périodique. On trouve que F' augmente

avec 'asymétrie du potentiel.

On peut remarquer que cette augmentation de la diffusion dans le régime intermédiaire est due
essentiellement au mouvement des particules localisées sur les maxima du potentiel. En effet comme
on le voit sur la figure 9.3 le DQM des particules dans les minima de potentiel est beaucoup plus
faible, son influence peut donc étre négligée, alors le coefficient du régime intermédiaire de DQM

correspond & 1/2(Az?(t)). Cette estimation est présentée avec un trés bon accord figures 9.5 (a),

(b) et (c).

9.3.2 Validation du modele par comparaison avec des simulations

8§ Description du potentiel périodique

Nous allons confronter les résultats de ce modele a ceux de simulation obtenues avec un poten-
tiel périodique asymétrique dont nous pouvons controler les raideurs locales afin de satisfaire aux

contraintes de stabilité imposées.

Nous considérons ainsi un potentiel périodique continu, dérivable et quadratique par morceau
de la forme [42] :

%k11‘2 si0<zxz <o
U(x) = iqus)\—kl)\_%(b(%—x)? sig<a<i (9.20)
k
2

ou la période du potentiel est notée \ et le parametre ¢ est la distance a laquelle la courbure change,
elle est donc comprise entre 0 et A/2 et permet de faire varier la raideur ko par rapport a ki. En
particulier lorsque ¢ = A\/2 on a k; = ky. La gamme de parametres qui nous intéresse correspond
a ¢ < A\/2 pour laquelle k; > k.

Ce potentiel correspond a celui représenté figure 9.1, pour une période de longueur unité et une

raideur ko = 8 k.
8 Comparaison avec les simulations

Les DQM obtenus par simulation d’une chaine unidimensionnelle de 2N = 16 particules soumises
a un potentiel périodique de la forme décrite par 1’équation (9.20) ont été comparés aux résultats
développés a I’aide de la méthode de reconstruction. Le détail sur les conditions de simulation est
présenté en annexe A.7.

L’augmentation du DQM de la chalne couplée au potentiel périodique dans le régime intermé-

diaire est retrouvée, ce qui valide le modele développé précédemment [voir figure 9.4].

Comme on I’a vu dans la description des relations de dispersion du systeme et dans ’étude des

DQM, il est nécessaire de se placer dans une condition telle que la raideur entre particules soit le
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FIGURE 9.4 - Evolution temporelle du DQM pour une chaine de particules. Les symboles
correspondent aux mesures effectuées en simulation et les courbes au calcul par reconstruction
des modes propres. La couleur noire correspond a une configuration de chaine de particules
libres, les couleurs orange et verte représentent respectivement les particules au marimum et au
minimum du potentiel périodique, et la couleur violette correspond au DQM moyen de la chaine
de particules soumise au potentiel. Pour une raideur entre particules k = 1.26 x 1073 kg.s72, et
un potentiel de raideurs k1 = 1.67 x 1073 kg.s72 et ka = 5. x 1073 kg.s72 (k1 /k2 = 0.33). Les
systémes considérés sont pour 2N = 16 particules, v =10 s~! et T = 10'0 K.

plus proche possible de la raideur critique k.. On présentera donc ici trois systémes de chaine de
particules avec des raideurs d’interaction k différentes et chacune en interaction avec un potentiel

périodique dont les raideurs ki et ko sont choisies telles que k& — k. par valeur supérieure.

0.005} (2) 0.005} (b) 0.005} ()
E E E

£ 0002 £ 0002 £ 0002
N§ 0.001 N§ 0.001 N§ 0.001
S5x10* S5x107* S5x107*
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100 200 500 1000 2000 5000 100 200 500 1000 2000 5000 100 200 500 1000 2000 5000
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FIGURE 9.5 — (a—c) : Evolution temporelle du DQM pour trois configurations de chaines de par-
ticules, en considérant principalement le régime intermédiaire. Dans chaque figure les symboles
correspondent aur mesures effectuées en simulation et les courbes au calcul par reconstruction
des modes propres. La couleur noire correspond a une configuration de chaine de particules libres
et la couleur violette correspond au DQM moyen de la chaine de particules soumise au poten-
tiel. (a) : pour une raideur entre particules k = 1.26 x 1073 kg.s=2, et un potentiel de raideurs
k1 =1.67x 1073 kg.s72 et kg = 5. x 1073 kg.s72 (k1/k2 = 0.33). (b) : k= 6.85 x 10~* kg.s72,
k1 =11 x 1073 kg.s72 et kg = 5. x 1073 kg.s72 (k1/ka = 0.21). (c) : k = 3.6 x 10~ kg.s72,
k1 =6.25x 1074 kg.s72 et ko = 5. x 1073 kg.s72 (k1 /ka = 0.125). Tous les systémes considérés
sont pour 2N = 16 particules, v =10 s~ ! et T = 10'° K.

Les figures 9.5 (a—c) présentent les variations temporelles des DQM pour ces trois systémes avec
des asymétries de potentiels (ki, k2) croissantes. Pour chaque systéme, l’accord avec les calculs par
la méthode de reconstruction est trés bon. On retrouve bien un régime balistique aux temps courts,

puis un régime corrélé, avant d’atteindre une valeur de saturation. Pour chacun des systemes les
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figures 9.5 (a—c) montrent également que les DQM des particules dans les minima et sur les maxima

de potentiel.

Le DQM moyen pour la chaine de particule est présenté en violet et est & comparer au DQM de
la chalne de particule libre sans interaction avec un potentiel périodique présenté en noir. Pour les
trois systeémes on observe que le DQM de la chaine en interaction avec le potentiel périodique est
plus élevé que celui pour la chaine libre durant le régime intermédiaire.

On retrouve l'influence de 'asymétrie du potentiel dans 'augmentation du DQM durant le
régime intermédiaire car celle-ci est plus importante lorsque ’asymétrie entre les raideurs augmente.
La figure 9.6 regroupe I’évolution de coefficient F' du régime intermédiaire en fonction de I’asymétrie
du potentiel. L’augmentation avec ’asymétrie est en bon accord avec ’évolution estimée a partir

de la reconstruction [voir équation (9.19)].

Ces résultats peuvent se généraliser pour ’étude de la diffusion d’une chaine de particules dans
un potentiel périodique tel qu’il y ait trois particules par période du potentiel. On montre que
les effets du couplage sont alors ressentis essentiellement dans le régime aux temps longs. Ceci
s’explique par le fait que ces comportements aux temps long sont pilotés par les basses fréquences
pour lesquelles des bandes interdites peuvent apparaitre lorsque le nombre de particule par période

augmente.

01 02 03 04 05 06
ki | ko

FIGURE 9.6 — Evolution du coefficient F adimensionné par Fy [voir équation (9.19)] en fonction
de ki/ko. Les points rouges correspondent auz valeurs mesurées en simulation et la courbe en

trait plein o Uexpression calculée équation (9.19).

9.3.3 Interprétation des observations en ilot de Wigner

Dans cette sous-section on s’intéresse au mouvement d’une chaine de particules couplée direc-
tement avec une autre chaine dont le nombre de particules est plus faible. Une telle configuration
est observable dans des ilots de Wigner.

Les particules s’organisent en couronnes concentriques avec un nombre de particules spécifique
selon chacune d’elles. Le nombre de particules dans chaque couronne du systéme est fixé par le

nombre de particules dans le systeme?. La structure d’un ilots de 19 particules est présentée fi-

3. Le nombre de particules n’est pas le seul parameétre controlant I'organisation de ces structures, leurs formes

peuvent également différer suivant l'interaction entre particules.
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gure 9.7.

Une étude des propriétés de transport des particules dans la couronne extérieure de cette confi-
guration a été réalisée lorsque le systéme est soumis & un bain thermique [26] [voir annexe B, pour
la présentation succincte du montage expérimental et de la réalisation du bain thermique]. Cette
étude a montré que le mouvement diffusif orthoradial de ces particules était plus rapide que celui

d’une chaine présentant le méme nombre de particules placées dans une géométrie annulaire ayant

le méme rayon [voir figure 9.7 (c)].

m 12 billes - flot 1-6-12
10" 12 billes - couronne

FIGURE 9.7 - A gauche image du systeme expérimental présentant la configuration en ilot de
Wigner pour N = 19 particules et au centre image de la configuration annulaire correspondant
la chaine extérieure de l'ilot de Wigner. Enfin a droite évolution du DQM orthoradial en fonction
du temps, pour les particules dans la couronne extérieure de l'ilot de Wigner en symboles plein
et pour les particules dans la géométrie annulaire en symboles vides. (Figure 10.5 de la Thése
de G. Coupier[23])

L’unique différence entre les deux systéemes étudiés pouvant expliquer cette augmentation des
propriétés de transport vient du couplage entre la chaine de particules extérieures et la couronne
intérieure dans le systeme en ilot de Wigner. Ce couplage entre les deux chaines est complexe a cause
du caractére rétroactif de I'interaction d’une chaine sur I'autre. Cependant, comme nous I’avons fait
précédemment, nous allons considérer en premiere approximation I'influence de la chalne intérieure
sur la chalne extérieure.

Il semble raisonnable de noter que ce potentiel est de facon évidente périodique, comme le montre
la figure 9.8 représentant le potentiel créé par les particules intérieures. On observe sur cette figure
que I’équipotentielle décrivant le minimum d’énergie potentielle n’est pas un cercle mais est modulé
radialement. Ceci est cohérent avec le fait que les particules externes se placent alternativement sur
deux couronnes de rayons légerement différents. Enfin si I’on calcule ’évolution de 1’énergie selon la
direction orthoradiale décrite par € le long du minimum de potentiel, voir figure 9.9—(a), on observe
que celui-ci de période /3. Par ailleurs comme le montre la figure 9.9—(b) la raideur du potentiel
selon la direction orthoradiale, liée a la courbure de celui-ci, est 1égérement plus faible au niveau
des maxima du potentiel qu’au niveau des minima.

Ainsi le potentiel ressenti par la chaine de particules dans la couronne extérieure correspond a

un potentiel périodique dans lequel deux particules par période sont disposées sur les extrema du
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FIGURE 9.8 - A gauche représentation de la configuration de lilot de Wigner, les parti-
cules dites intérieures sont représentées en bleu et la chaine de particules extérieures en rouge,
l’échelle de couleur correspond a lintensité de I’énergie potentielle. A droite représentation en
échelle de couleur de l’énergie potentielle créée par les particules intérieures et le potentiel de
confinement circulaire. La courbe en vert indique le minimum du potentiel selon chaque angle

0, et les lignes rouges indiquent des équipotentielles.

potentiel et dont les raideurs aux maxima et aux minima different. La configuration du systeme
s’inscrit donc dans le cadre du modele que nous avons présenté précédemment. Comme nous l’avons
vu dans une telle géométrie le DQM de la chaine au cours du régime intermédiaire peut étre accélérée
par rapport a celui d’une chaine libre.

Cependant les valeurs numériques obtenues pour les raideurs orthoradiales aux positions des
particules de la couronne extérieure et la valeur de raideur d’interaction entre particules ne sont pas
suffisantes pour expliquer 'augmentation de raideur observée, il est donc nécessaire de s’intéresser
a une autre différence entre la configuration en ilots de Wigner et celle en anneau [voir figure 9.7].
Cette différence a de nouveau pour origine I'interaction avec les particules de la couronne intérieure
que nous simplifierons toujours par un potentiel périodique mais dont nous avons omis jusqu’ici le
caractere fluctuant. En effet les particules intérieures sont également soumises au bain thermique
et leurs positions fluctuent au cours du temps. Le potentiel périodique créé par les particules
intérieures n’est pas fixe. On peut s’attendre a ce que les fluctuations thermiques de ces particules
et donc du potentiel périodique qu’elles créent pour la chaine extérieure, engendrent un transfert
de fluctuations responsable de 'augmentation du DQM. C’est pourquoi nous allons nous intéresser

dans la suite a I'influence des fluctuations du potentiel sur le mouvement de la chaine de particules.

9.4 Mouvement d’une chaine dans un potentiel fluctuant

Dans toutes les descriptions que nous avons discutées jusque ici le potentiel périodique a été
considéré statique. Nous allons montrer maintenant que des fluctuations thermiques de position

du potentiel amplifient 'amplitude des mouvements des particules, ce transfert de fluctuation
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FIGURE 9.9 — (a) : Evolution de I'amplitude de Iénergie potentielle (en Unité Arbitraire) créée
par les billes intérieures et le potentiel de confinement circulaire sur la chaine de particules
distribuée le long du minimum de potentiel 7(6) en fonction de Uangle 6. (b) : Evolution de la
courbure orthoradiale de 'énergie potentielle (en Unité Arbitraire) présentée en (a) en fonction

de l’angle.

contribuant ainsi a 'augmentation de leur mobilité. Ce genre de transfert de fluctuations avait
été mentionné dans des « clusters » colloidaux organisés en trois couronnes concentriques lorsque
les fluctuations radiales de la couronne centrale étaient limité par un piégeage optique [17]. Les
auteurs observaient I’augmentation de la diffusion orthoradiale des particules localisées sur les cou-
ronnes voisines.

Pour valider cette approche nous avons montré que ce modele de transmission de fluctuations
du potentiel vers la chaine de particules permet de rendre compte correctement du mouvement des
particules dans la configuration en zigzag, lorsque dans le modele une seule particule de la chaine
est présente par période du potentiel.

Nous présenterons ensuite quelques piste pour comprendre les mécanismes mis en jeu dans la
transmission de fluctuations par le potentiel extérieur en introduisant les concepts de température
effective et de potentiel effectif.

9.4.1 Roéle des fluctuations sur le mouvement de la chaine de particule et confi-
guration zigzag

Pour comparer le mouvement d’une chaine dans un potentiel périodique fluctuant a celui de la
chaine dans la configuration zigzag, on décrit le systeme par une chaine de particules séparées d’une
distance 2d deux fois supérieure a la distance d longitudinale entre particules dans la configuration
zigzag. Cette chaine décrit 'une des deux chaines de la configuration zigzag. L’influence de la se-
conde chaine sur celle-ci va étre modélisée tres simplement par un potentiel périodique également
de période 2d et dont la position va fluctuer dans le temps. Ce mouvement de fluctuation d’en-
semble du potentiel sera décrit comme le mouvement d’une unique particule libre dont la masse
correspondrait cependant & la masse de I'ensemble des deux chaines du systeme de comparaison .
Enfin le dernier parametre libre pour modéliser I'interaction entre les deux chaines reste 'amplitude

du potentiel périodique, qui sera variée arbitrairement en fonction de la distance entre les chalnes

4. Le choix de cette masse correspond au fait que la seconde chaine doit déplacer ’ensemble des particules du

systeme dans son mouvement de fluctuation.
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dans la configuration zigzag.
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FIGURE 9.10 — Ewvolution temporelle du DQM pour une chaine de particules soumise a un

potentiel périodique sinusoidal fluctuant et avec une particule par période. En (a) poury =1 s}
et en (b) pour v = 10 s~L. Les points rouges et carrés magenta correspondent respectivement
& un potentiel périodique d’amplitude AE = 6.0 x 102 nJ et AE = 6.0 x 107 nJ. A titre
de comparaison le DQM longitudinal de la configuration en zigzag calculée au chapitre § est
représenté en points bleus et carrés cyan respectivement pour des hauteurs h = 0.10 mm (e =
0.04) et h = 0.78 mm (e = 0.80), comme dans la figure 8.2. Pour chacune de ces configurations
on peut estimer que la hauteur de barriére créée par l'une chaine sur l’autre vaut respectivement
AE = 1.6 x 102 nJ et AE = 1.7 nJ. La chaine en interaction avec le potentiel est composée
de N = 8 particules séparées d’une distance deux fois plus grande a celle prise figure 8.2 et

soumise & une température T = 10° K.

La figure 9.10 compare les DQM longitudinaux obtenues par simulation pour la chaine de par-
ticules modélisée en interaction avec un potentiel fluctuant et les DQM longitudinaux que l’'on a
présentés et calculés au chapitre 8 [voir figure 8.2]. On retrouve bien quasi-quantitativement un
comportement tres semblable du DQM pour les deux systemes et ceci pour différentes valeurs de
dissipation et différentes hauteurs de zigzag. En particulier on remarque que lorsque la hauteur de
la configuration zigzag augmente 'influence entre chaque chaine diminue fortement et le DQM de
la configuration zigzag tend vers celui d’une chaine libre avec moitié moins de particules et une
distance entre particules deux fois plus grande. Enfin on remarque qu’aux temps longs le systéme
retrouve bien un mouvement diffusif, correspondant au mouvement d’ensemble du systeme et guidé
ici par la fluctuation en position du potentiel périodique.

L’accord entre les DQM des particules de la chaine en interaction avec un potentiel fluctuant
et les DQM des particules dans la configuration zigzag valide la description d’un systeme de deux
chaines couplées comme un sous-systeme d’une chaine en interaction avec un potentiel périodique

fluctuant en position.

9.4.2 Mécanismes de transmission des fluctuations

Pour mieux comprendre ce mécanisme de transfert de fluctuation, nous avons étudié le cas plus
simple d’une seule particule en interaction avec un potentiel fluctuant. Afin de montrer que le méca-

nisme de transmission directe des fluctuations thermiques se traduit par une température effective
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Tefr, nous considérerons d’abord le cas d’une particule piégée dans un potentiel harmonique dont la
position du minimum fluctue. Ensuite nous montrerons que dans le cas d’une seule particule piégée
dans un potentiel quartique, les fluctuations thermiques sur la position du potentiel entrainent la
modification du potentiel ressenti par la particule. On introduira alors I'idée d’un potentiel effectif
dans lequel la particule se déplace. Enfin nous montrerons que ces deux notions de température ef-
fective et de potentiel effectif permettent de comprendre la transmission de fluctuations thermiques
dans le cas d’un potentiel extérieur périodique agissant sur une seule particule puis sur une chaine
de particules.

Dans chaque configuration le bruit thermique sur la position absolue du potentiel extérieur cor-
respondra a un bruit Gaussien non corrélé temporellement et d’amplitude moyenne de fluctuations
o [voir Pannexe A.7, pour le détail sur la réalisation du bruit en simulation]. Par ailleurs, pour rester
proche des phénomenes physiques réels, notamment ceux que nous considérerons section 9.3.3, nous
considérerons que le temps de corrélation du bruit agissant sur le potentiel est le méme que pour

celui agissant sur les particules.

9.4.2.1 Transmission d’un bruit par un potentiel de piégeage harmonique : tempéra-

ture effective

On considere une seule particule libre soumise a un potentiel harmonique de raideur K et dont

I'origine sera fluctuante, de telle sorte que le potentiel s’écrive :
1 2
Ulw) = 3K (2~ y(0)) (9.21)

ou y(t) correspond a la fluctuation de position du potentiel. Ces fluctuations sont de moyenne nulle
avec (y(t)y(t')) = o?d(t,t')
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FIGURE 9.11 — Schéma de principe de l'augmentation de la température effective d’une particule
dans un potentiel harmonique fluctuant. L’amplitude moyenne des fluctuations o est symbolisée
par les fleches cyans. Le trait plein vert correspond a l’énergie thermique associée a la particule
dans le potentiel quadratique. Les traits hachurés correspondent au potentiel harmonique en bleu
et a ’énergie thermique de la particule en vert, pour les deux potentiels décalés de +o et —o. Les
fléches et le trait rouges représentent l’énergie thermique effective de la particule se déplagant

dans un potentiel harmonique fize.

Il est alors possible d’écrire une équation de Langevin pour le mouvement de la particule dans
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le potentiel quadratique fluctuant, sous la forme :

—myi — K (z —y(t)) + p(t)
—myi — Ko + Ky(t) 4+ p(t)
—————

Ra(t)

(9.22)

ou u(t) correspond a une force aléatoire de moyenne nulle exercée par le bain thermique sur la
particule (avec (u(t)u(t')) = 2kpTm~d(t —t')). Comme le montre la re-écriture sur la seconde ligne
la fluctuation en position du potentiel entraine I’ajout d’une seconde force aléatoire, qui peut étre

sommée pour donner le nouveau terme de bruit effectif (), tel que ((t)u(t")) = 2kpTegmyo(t—1t')

avec :
Tefr =(1+ ﬁ
T 2kpT'm~?

Lorsque la position du minimum du potentiel quadratique fluctue aléatoirement sur une longueur

(9.23)

moyenne o tout se passe donc comme si la particule diffusait dans un potentiel fixe mais avec une

température effective Tog plus importante que la température T de la particule.

Le description schématique de cette température effective est représentée figure 9.11. On observe
que pour une particule a la température T dans le potentiel quadratique, le mouvement du potentiel
entraine un élargissement de la distribution des positions de la particule [voir ligne hachurée verte]
qui, si on le ramene au potentiel quadratique immobile, correspond au mouvement d’une particule

dans le potentiel initial statique a une température effective Tyg.
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FIGURE 9.12 — Distributions de positions de la particule (en mm) en mouvement dans un

potentiel quadratique de raideurs K =5 x 10™% kg.s72 pour trois amplitudes de fluctuations, en
(a) o = 0.009 mm, (b) o0 =0.2 mm et (c) o = 0.5 mm. Les symboles bleus correspondent aux

observations réalisées en simulation, les courbes hachurées rouges correspondent a la distribution

d’équilibre estimée a partir du potentiel [voir équation (9.21)].

Plus quantitativement cette température effective est obtenue en réalisant un ajustement de
la distribution de positions de la particule a ’aide d’une courbe Gaussienne [voir figure 9.12]. La
figure 9.13 montre I’évolution de la température effective de la particule, en unité de la température
du bain thermique en fonction de I’amplitude du bruit sur la position du potentiel harmonique pour
deux valeurs de dissipation différentes. Le bon accord avec 'expression présentée équation (9.23),
montre 'importance de la notion de température effective notée T induite par la transmission de

fluctuations du potentiel vers le systéme, ici constitué d’une seule particule.
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FIGURE 9.18 — Ewvolution de la température effective (en unité de la température du bain, T)
d’une particule se déplacant dans un potentiel harmonique de raideur K = 5 x 1074 kg.s72
en fonction de lamplitude des fluctuations propres du potentiel, o (en mm). Pour v = 1 s~}
en rouge et v = 10 s~ en bleu. Les symboles correspondent auzx données de simulation et les

courbes a Uexpression présentée équation (9.23).

9.4.2.2 Influence des fluctuations de position du potentiel sur les hauteurs de bar-

riere : potentiel effectif

La diffusion d’une particule dans un puits de potentiel dont le minimum fluctue en position ayant
permis de montrer I’existence d’une température effective T, nous allons considérer maintenant un
autre aspect des fluctuations de position du potentiel qui va nous conduire & la notion de potentiel
effectif et de barricre effective.

Considérons cette fois-ci un potentiel quartique présentant deux minima s’écrivant :

K /

Ulw) = —5 (o = y(t)* + = (= — y()’ (9.24)

ou comme précédemment 'origine du potentiel en y(¢) fluctue selon un bruit blanc Gaussien. Ce
potentiel quartique correspond a un potentiel en double puits, pour lequel les positions des minima
des puits se trouvent en txy = i\/m , lorsque celui-ci est statique.

Nous allons nous intéresser ici a ’évolution de la distribution de positions prises par la parti-
cule en fonction de 'amplitude du bruit appliqué sur le potentiel. La figure 9.14 présente quatre
distributions typiques en fonction de 'amplitude des fluctuations du potentiel. Sur les trois pre-
mieres distributions on observe la formation de deux pics, correspondant au piégeage préférentiel
des particules dans I'un des minima du potentiel. Sur la derniére distribution on ne distingue plus
qu’un seul pic car cette fois-ci 'amplitude des fluctuations du potentiel devient comparable a la
distance entre les minima. Cette évolution ne peut s’expliquer uniquement par I’augmentation de la
température effective de la particule discutée précédemment (sous-section 9.4.2.1). En effet la forme
des distributions ne coincide pas avec la distribution de position attendue a 1’équilibre thermody-
namique, c’est-a-dire la distribution de Boltzmann [voir courbe verte figure 9.14]. Les fluctuations
du potentiel induisent donc un nouvel effet correspondant a la déformation du potentiel apparent
subit par la particule. En effet, la position du potentiel fluctuant aléatoirement, la particule ressent
un potentiel dont la forme est moyennée par ces fluctuations. Il est donc nécessaire de moyenner la

forme du potentiel par rapport a la distribution des fluctuations pour obtenir le potentiel effectif
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9.4. MOUVEMENT D’UNE CHAINE DANS UN POTENTIEL FLUCTUANT
0.020f Y ‘ ‘
@ r:g\ 1“ 0.012 j“i M
0.015 i ,:‘ 0.010y N f X
_ | “‘ i1 __0.008} 1\} i/
> b { 4q x I o
X 0.010} : \ 1 | & 0.006: ; v \
b ' ! !
0.005! : A ; i 0.004 ; 1
[ \ 0.002] i
FEN [ 3
0000t S A | o000t _ZJ ‘ I N
6 -4 -2 0 2 4 6 6 -4 -2 0 2 4 6
X (mm) X (mm)
0012 ‘f% sy 0.015[ |
o0 @ /TN A VA aan
0.008; ,’ ‘q 0.010! ; 3
Z 0.006] j %i E i Y
0.004| f 3‘ 0.005] ji 3’*&
0.002} i i i %
0.000" A ‘ N 0,000 et ‘ - A
6 -4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 &
X (mm) X (mm)

FIGURE 9.1/ — Distributions de positions de la particule (en mm) en mouvement dans un poten-
tiel quartique de raideurs K et K', pour quatre amplitudes de fluctuations, en (a) o = 0.04 mm,
(b) 0 =0.63 mm, (c) o =1.2 mm et (d) o = 1.7 mm. Les symboles bleus correspondent aux
observations réalisées en simulation, les courbes hachurées rouges correspondent a la distri-
bution d’équilibre estimée a partir du potentiel effectif [voir équation (9.25)], et les courbes

vertes pleines correspondent a la distribution estimée a partir du potentiel quartique [voir équa-

tion (9.24)].

ressenti par la particule. Ce potentiel effectif statique s’écrit sous la forme? :
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(9.25)

Les distributions de positions présentées figure 9.14 sont alors bien décrites si 'on considere que

la particule se déplace dans un tel potentiel effectif avec une température effective. Notons que sa

forme évolue avec 'amplitude des fluctuations [voir courbe hachurée magenta figure 9.14].

Cette évolution du potentiel effectif ressenti par la particule avec 'amplitude des fluctuations

entraine notamment la modification de la position de ses minima apparents. La figure 9.15 compare

I’évolution de la valeur absolue de la position des minima du potentiel effectif en fonction de

I'amplitude des fluctuations et la position des maxima de la distribution de positions de la particule.

L’excellent accord entre les deux confirme que la particule diffuse dans le potentiel moyenné.

5. On utilise la une procédure équivalente a celle proposée par Kapitza qui consiste a considérer que lorsque le

temps caractéristique d’un forgage est plus petit que tous les temps du probléme, les effets du forcage peuvent étre

pris en compte en replagant le potentiel fluctuant par un potentiel effectif statique [9].
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FIGURE 9.15 — Evolution de la position (en unité de xo, défini dans le texte) des pics de
distribution de position de la particule en fonction de l'amplitude des fluctuations du potentiel

(en unité de xq ), pour un potentiel quartique. Les symboles rouges correspondent aux résultats

1

de simulations, en rond pour v = 1 s~! et en croiz pour v = 10 s~'. La courbe pleine bleue

correspond & la position du minimum obtenue & partir du potentiel effectif, équation (9.25).

9.4.2.3 Influence des fluctuations sur un potentiel périodique

On considere enfin I'influence d’un potentiel périodique fluctuant sur une seule particule. Dans

ce contexte le potentiel considéré s’écrit :

U(x) = U [1 — cos (2% o — y(t)]ﬂ (9.26)

ou y(t) correspond a la fluctuation de position du potentiel décrite précédemment.

Pour les mouvements de potentiel de faible amplitude et lorsque la température sur la particule
est faible par rapport a I’énergie de la hauteur de barriere Up, on est ramené au cas du mouvement
d’une particule dans un potentiel quadratique. Cependant lorsque I'amplitude des fluctuations
augmente la température effective de la particule finit par saturer a cause de 'amplitude finie du
potentiel extérieur.

Si on s’intéresse maintenant a la forme du potentiel effectif ressenti par la particule, on peut
calculer, de maniere similaire a la section précédente, la forme du potentiel moyen ressenti par le
systeme. Et apres intégration sur la réalisation du bruit correspondant aux fluctuations du potentiel

on trouve :

2

Uala) = [ [~theos (1o —0n) | Sz ay

——
P(y)

= Uy e~ ()" cos <2%x> (9.27)

On note ici que les fluctuations en position du potentiel périodique ne modifient pas la période

du potentiel mais entralnent une diminution de la hauteur de barriere ressentie par la particule.

Cette diminution a pour conséquence de facilité le déplacement de la particule entralnant une
augmentation de la diffusion de celle-ci par rapport & un potentiel statique.

Dans le cadre spécifique du potentiel présenté dans la section précédente [voir équation (9.20)],

cette moyenne conduit a un potentiel du méme type. La période du potentiel effectif n’est pas
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modifiée. Les courbures du potentiel ressenties par les particules autour de leurs positions d’équilibre
étant liées aux développements quadratiques de ce potentiel au voisinage de ses extrema ne sont
pas modifiées. Le potentiel effectif moyen étant de ce point de vue identique au potentiel fluctuant,
la largeur de la bande interdite ne sera pas modifiée. Ces effets de moyenne ne semblent donc pas
participer a 'augmentation de la diffusion observée dans les ilots de Wigner.

Les pistes pour la compréhensions du mécanisme de transmission des fluctuations que nous avons
développés ici semblent prometteuses pour comprendre les propriétés du mouvement d’une chaine

de particules dans un environnement fluctuant en position.

9.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé un modele unidimensionnel minimaliste d’une chaine de
particules en interaction avec un potentiel périodique a courbure asymétrique mettant en avant
un mécanisme susceptible d’expliquer une telle augmentation du DQM. Nous avons montré que
I’apparition d’une ouverture de gap dans la relation de dispersion de la chaine de particule entraine
le décalage des temps et des valeurs de saturation des DQM associés aux modes propres de la
chaine, ce qui induit une augmentation du DQM par rapport a celui attendu pour une chaine libre.
Nous avons caractérisé 'amplitude de cette augmentation apparaissant dans le régime corrélé en
fonction des différentes raideurs mises en jeu dans la description de ce systeme. Ces résultats ont
pu étre confrontés avec succes a des simulations de dynamique moléculaire du systeme.

Cette configuration ou la chaine comporte deux particules par période du potentiel se retrouve
en particulier dans des petits systemes de particules confinées dans un potentiel circulaire qui
s’organisent en couronnes concentriques de particules. Sur ces systémes il a été observé I'existence
d’un régime au le DQM orthoradial de la couronne est supérieur a celui d’une chaine de particules
libre. Le modele que nous avons développé, s’il explique qualitativement le comportement observé
dans ces ilots, est insuffisant pour décrire quantitativement ’amplification du DQM observée dans
le régime intermédiaire.

Pour tenter de retrouver cet accord, nous avons proposé un mécanisme complémentaire basé sur
le transfert de fluctuations thermiques entre le potentiel et la chaine, pouvant expliquer en partie
les observations réalisées en ilot de Wigner. L’influence du transfert de fluctuation du potentiel vers
la chaine de particules a été validée en comparant le mouvement d’une chaine avec une particule
par période du potentiel extérieur fluctuant avec le mouvement des particules dans la configuration
zigzag. On retrouve alors qualitativement un DQM comparable entre les deux systemes. Quelques
pistes de description du transfert de fluctuations ont été explorées en nous restreignant a ’étude du
mouvement d’une seule particule dans divers potentiels fluctuants thermiquements, de formes qua-
dratique, quartique ou sinusoidal. Ces exemples simples nous ont permis de mettre en évidence les
notions de température effective et de potentiel effectif. Ces mécanismes semblent prometteurs pour
obtenir une meilleure compréhension du mouvement d’'une chaine de particules dans un potentiel

fluctuant.
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Les systemes quasi-unidimensionnels de particules en interaction répulsive confinées sont des
systemes aux propriétés structurales et dynamiques que ’on retrouve dans de nombreux domaines,

depuis la physique jusqu’a la biologie.

Leurs configurations d’équilibre résultent d’un compromis entre deux énergies antagonistes. D’un
coté I'énergie d’interaction répulsive entre particules qui tend a les éloigner le plus possible, de 'autre
I’énergie de confinement qui tend a les aligner.

A fort confinement, le systeme s’organise pour former une chaine de particules régulierement
espacées le long de ’axe correspondant au minimum du potentiel de confinement. Lorsque le confi-
nement diminue en de¢a d’un seuil caractérisé dans I’approximation d’un potentiel de confinement
harmonique par une raideur 57z, la configuration en ligne se déstabilise et les particules se redis-
tribuent en quinconce. Le systeme est alors équivalent a deux chaines couplées réparties de part et
d’autre de I’axe central du canal confinant.

La stabilité de cette configuration dépend de la portée des interactions entre particules, de la
densité et de la taille du systeme. Lorsque l'interaction entre particules est a longue portée le
zigzag homogene est toujours stable et la bifurcation décrivant cette transition est sur-critique :
les dispositions zigzag ou zagzig sont toutes deux accessibles a la transition tandis que la raideur
du confinement et la distance transverse des particules (la « hauteur » du zigzag) peuvent étre
considérées respectivement comme ses parametres de controle et d’ordre.

Nous avons montré a l'inverse que la configuration zigzag homogene est instable a plus faible
confinement lorsque la portée des interactions n’est que de quelques distances inter-particules. En
calculant les modes de vibration de cette double chaine nous avons mis en évidence ’existence de
fréquences qui deviennent imaginaires pures lorsque le confinement décroit. Les domaines de stabi-
lité du zigzag ont été calculés puis validés par des résultats de simulation numérique. Cette étude
a permis ainsi d’établir que pour une portée d’interaction et une distance inter-particules données,
il existe deux hauteurs limites de zigzag (ou deux valeurs de confinement selon la représentation)
entre lesquelles aucun zigzag stable ne peut exister. Indiquons que mesurer ces hauteurs pourrait
permettre de déterminer la portée d’une interaction dans des systémes ou elle est inconnue. Ainsi
dans le cas des interactions a courte portée, la transition initiale est suivie par deux autres tran-
sitions, la configuration zigzag n’étant stable que dans un domaine de confinement restreint voisin

de 87z (pouvant étre négligé dans les grands systémes) ou au contraire a tres faible confinement.

La perte de stabilité de la configuration d’équilibre en zigzag posait naturellement la question
de la forme de la configuration d’équilibre vers laquelle le systeme converge. Nos simulations ont
montré que ces configurations sont inhomogenes. Selon l'intensité du confinement, les distributions
de particules observées sont des "bulles”, groupes de particules en zigzag entourées de particules en
ligne, ou de simples modulations de grande longueur d’onde de la hauteur du zigzag. Cette orga-
nisation inhomogene permet de diminuer I’énergie d’interaction des particules en augmentant leur

distance grace au « repliement » de la chaine dans la partie zigzag tout en minimisant ’augmenta-
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tion de I’énergie de confinement en limitant le nombre de particules hors ligne. Ces configurations
inhomogenes sont tres stables, leur forme reste inchangée jusqu’a des températures de 'ordre du

dixieme de I’énergie d’interaction entre particules.

Les domaines d’instabilité présentent toutefois une seconde caractéristique intéressante. Lorsque
des cycles de montée/descente d’intensité de confinement sont appliqués au systeme, 1’évolution de
la hauteur de la bulle présente une hystérésis. L’observation de cette hystérésis est toutefois délicate
et nécessite quelques précautions des que la température est non nulle. En effet dans ce cas, les
fluctuations des positions des particules rendent difficile la détermination précise de la hauteur de
la bulle et donc son utilisation comme parametre d’ordre pour décrire la configuration du systeme.
Pour contourner cette difficulté, nos résultats suggerent d’utiliser plutot la valeur du maximum
de la distribution des hauteurs prise par le systeme comme parametre d’ordre. Elle en a toutes
les caractéristiques. La distribution présente un pic centré autour d’une valeur proche de zéro
lorsque la configuration est en ligne et sur une valeur comparable a la hauteur de la bulle lorsque la
configuration est en bulle. De cette maniere la position du ou des maxima de la distribution indique
I’état du systeme, en bulle ou en ligne et permet ainsi d’obtenir sans ambigiiité I’évolution du cycle
d’hystérésis lorsque la température est élevée.

Ainsi construit, nous avons pu montrer qu’un cycle d’hystérésis pouvait étre bien défini tant que
la température du systéme restait inférieure & une température critique 7 ; son extension diminuant
jusqu’a s’annuler lorsque T' — T,.. Au-dela de cette température, I’hystérésis est brouillée, le systeme
se trouvant alors dans un régime que nous avons qualifié « d’intermittence » dans lequel son état
fluctue au cours du temps entre configurations en ligne et en bulle. Nous avons montré qu’en
mesurant les temps de résidences dans chacune de ces configurations nous pouvions non seulement
estimer la hauteur de la barriere énergétique séparant ces deux configurations métastables mais aussi
reconstruire le diagramme d’hystérésis qui aurait été mesuré a température nulle et qui contient les
informations indispensables a la description du systeme. L’utilisation de cette procédure pourrait

étre envisageable dans des systemes pour lesquels des mesures basses températures sont impossibles.

Si le systeme est inhomogene, la distance entre particules est malgré tout quasi identique dans
tout le systéeme. Aussi peut-on imaginer décrire cette coexistence de phases simplement dans un
modele standard de transition de phase du second ordre, la distance entre particules étant la
grandeur commune aux deux phases. Si ce modele nous a permis de déterminer I’évolution de
Iextension de chacune des phases en fonction du confinement, il s’est avéré toutefois insuffisant
pour décrire les hystérésis observées. En fait la coexistence de phases et les hystérésis suggéraient
que 'instabilité de la ligne n’était pas sur-critique dans le cas d’interaction a courte portée mais au
contraire une transition sous-critique. Nous ’avons prouvé en développant un modele analytique
non linéaire de la transition zigzag dans la limite thermodynamique et a température nulle. Ce
modele s’inscrit dans le cadre général de la théorie des bifurcations dans les systemes étendus ou
périodiques, pour lesquels un mécanisme expliquant le changement de caractere de la bifurcation
avait déja été proposé. Apres avoir « construit » la forme normale de la bifurcation connaissant
toutes les énergies en jeu, nous avons pu déterminer I’origine de sa sous-criticalité. Dans les systemes

que nous avons considérés, elle est due au couplage entre le mode acoustique de grandes longueurs
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dont la fréquence nulle correspond & l'invariance par translation ou par rotation pour des systémes
cycliques et le mode mou transverse dont la fréquence s’annule a la transition zigzag. Ce couplage
se traduit par celui des champs de déplacement longitudinal et transverse décrivant la distorsion

du systeme homogene.

En outre, les solutions stationnaires des équations de la forme normale de ce modele permettent
de décrire tres précisément la forme des configurations inhomogenes. Une fois écartée la solution
« paroi » qui relie une phase en ligne a une phase en zigzag mais ne respecte pas la symétrie cyclique
des systemes considérés, il n’en reste que deux qui rendent compte des configurations escomptées.
La premiere est une solution localisée qui décrit une configuration en zigzag dont une onde solitaire
module la hauteur entre zéro et la hauteur maximale de la « bulle ». La seconde décrit la simple
modulation de la forme en zigzag, sa hauteur non nulle variant périodiquement le long du systéme.

Pour pouvoir utiliser les résultats de ce modele continu pour interpréter les résultats de nos
simulations, et plus généralement tout résultat obtenu pour des systemes cycliques de taille finie,
nous avons développé une procédure spécifique imposant que la longueur occupée par la configu-
ration inhomogene doit étre égale a la longueur réelle du systeme. En mesurant la distance des
particules dans la partie en ligne, on en déduit la valeur du confinement qui doit étre introduite
dans le modele continu pour retrouver sans aucun parametre ajustable la forme observée dans le
systeme de taille finie. Soulignons que I'accord entre les formes calculées et les formes simulées ou
observées expérimentalement constitue la premiere validation quantitative du mécanisme de cou-

plage de modes mous a la transition, responsable du changement de caractere de la bifurcation.

L’étude des propriétés dynamiques de ces systemes au dela de la transition zigzag, que 'on
étudie celles des configurations inhomogenes ou celles d’un zigzag parfait a permis d’obtenir des
résultats spécifiques aux systeémes considérés mais aussi de répondre dans chacun des cas a des

questions relevant d’un contexte beaucoup plus général.

Si une bulle est stable en présence d’un bain thermique, elle ne reste pas immobile. Lorsque
I’agitation thermique est suffisante, elle se met en mouvement. Son déplacement ne correspond pas
alors a une translation longitudinale d’ensemble des particules mais a la propagation de l'onde
solitaire la décrivant le long du canal. Le mouvement de cette onde solitaire est analogue a celui
d’une particule fictive dont nous avons précisé la dynamique. En effet, ’étude des variances de
positions longitudinales d’une seule bulle nous a ainsi permis de montrer qu’a haute température,
son mouvement est diffusif a temps long. Cette diffusion est analogue a la diffusion libre d’une
particule dont la masse Mp a été calculée dans le cadre de notre modele non linéaire. Elle ne
dépend que de la forme de la bulle conformément aux résultats de simulation.

A plus basse température, nous avons mis en évidence 'existence d’une modulation spatiale pé-
riodique de I’énergie potentielle de la configuration associée a la position de la bulle. Son amplitude
est due au cout énergétique de la réorganisation permanente des particules le long de 'enveloppe
décrite par I'onde solitaire lorsque celle ci se déplace. Cette modulation bien que de faible ampli-
tude (elle ne dépasse pas une fraction de 1’énergie d’interaction entre particules) modifie pourtant

considérablement la dynamique de la bulle. De celle d’une particule libre a haute température,
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elle devient celle d’'une particule soumise a un potentiel périodique dont la forme est celle de la
modulation de I’énergie potentielle. Il s’agit 1a d’un processus de transport par saut activé thermi-
quement, la bulle pouvant rester piégée a tres basse température. Soulignons que cette modulation
est intrinsequement liée au caractere discret du systeme et n’existe pas pour une onde solitaire dans

le modeéle continu.

Plusieurs configurations inhomogenes peuvent coexister dans un équilibre métastable du sys-
teme. Elles interagissent alors pour se réorganiser afin de former une seule bulle qui est le seul état
d’équilibre stable. Nous avons montré que pour décrire les processus observés en simulation il conve-
nait de distinguer deux types de configurations de paire de bulles. Dans un systeme Non Frustré
(systeme-NF) les particules disposées entre les bulles peuvent se réorganiser selon une configuration
unique en zigzag sans contrainte géométrique tandis que dans un systeme Frustré (systeme-F) les
particules ne peuvent pas former une seule et méme configuration zigzag, il existe dans ce cas un
ou plusieurs défauts topologiques entre les bulles empéchant géométriquement cette réorganisation.
Soulignons que cette distinction sera indispensable pour décrire les processus de réorganisation de
tout systeme discret, les dynamiques des configurations inhomogenes étant radicalement différentes
pour chacun des cas. En effet, nos simulations montrent que les bulles d’'un systeme-NF s’attirent
tandis que celles d’un systeme-F se repoussent, 'intensité de la force d’interaction entre bulle di-
minuant exponentiellement avec leur distance. Ces comportements, bien que caractéristiques de
systemes discrets ont pu néanmoins étre expliqués a partir de notre modele non linéaire continu.
En adaptant un calcul d’interaction entre ondes solitaires effectué par Elphick, Meron et Spiegel
a notre probleme, nous avons pu déterminer le sens de la force d’interaction entre les bulles et
calculer analytiquement la variation de son intensité avec la distance entre bulles. L’accord avec
les simulations est tres satisfaisant. Soulignons que de maniére plus générale, nous disposons avec
le modele non linéaire que nous avons développé d’un outil permettant de déterminer la « masse »
d’une seule configuration inhomogene et la force entre de telles configurations. Cet outil est adap-
table pour d’autres systemes des lors que tous les termes de sa forme normale sont analytiquement

connus et exprimables pour le systeme considéré.

Par ailleurs nous avons identifié deux processus de réorganisation. Le premier est la « coa-
lescence » au cours de laquelle les bulles se rapprochent 'une de l'autre, entrent en contact et
fusionnent pour former une simple bulle. Ce processus n’est observable que pour les systémes-NF.
Le second, le « collapse », pour lequel une bulle disparait au profit de la seconde. Ce processus
ne nécessitant pas de mise en contact s’observe a la fois dans les systemes-NF et les systemes-F.
A basse température, la coalescence est le processus dominant tandis que le collapse qui est un

processus activé thermiquement ne le devient qu’a plus haute température.

Un autre point important est de considérer les opportunités qui sont offertes par les propriétés
dynamiques non plus des structures collectives de ces systemes mais des particules les constituant.
Elles permettent en effet de déterminer des grandeurs structurales difficilement accessibles autre-
ment. Ainsi la mesure des variances de positions transverses des particules nous permet d’identifier
avec précision des seuils de transitions structurales des systemes. Leurs mesures dans les simula-

tions montrent qu’elles divergent a la transition. Ce comportement s’interprete simplement dans



CONCLUSION 199

le cadre du modele de reconstruction que nous avons développé. Ce modele calcule la variance de
déplacement dans 'espace réel comme la somme de celles des coordonnées normales des modes
de vibration du systéme. Les équations de Langevin pour chaque mode propre sont formellement
identiques a celles d’une particule libre ou d’une particule dans un potentiel harmonique ; leur ré-
solution montre que la variance de chaque mode de fréquence w sature & une valeur proportionnelle
4 1/w? & un instant variant comme 1/w. Chaque transition étant signée par I’apparition d’un mode
de vibration de fréquence nulle, la contribution de ce mode & la variance de déplacement devient
progressivement dominante et diverge a chaque transition.

La forme de la divergence est néanmoins différente selon la transition considérée. A 'approche
de la transition zigzag, le DQM transverse diverge comme l'inverse de la hauteur du zigzag au carré
(correspondant a l'inverse de 'écart au seuil) de part et d’autre du seuil de transition. Soulignons
qu’a cette transition seul le DQM transverse est sensible a la transition. Ce n’est plus le cas lorsque
la transition concerne le passage d’une configuration homogene a une configuration inhomogene.
Dans ce cas, la variance longitudinale augmente a la transition tandis que la variance transverse
diverge comme l'inverse de I’écart a la hauteur seuil. Cette différence de comportements selon type
de transition est générique et ne résulte que du couplage entre les champs de déplacements existants
dans les bifurcations sous-critiques. Ceci suggere que la mesure précise de cette divergence pourrait
donner, outre les seuils de transition, la nature de la transition pour des systémes dans lesquelles

elles ne sont pas caractérisées.

La dynamique individuelle des particules semble également pertinente pour étudier le mouve-
ment d’une chaine de particules en interaction dans un potentiel périodique. En effet dans une
configuration zigzag, nous pouvons considérer le mouvement des particules, comme celui de par-
ticules appartenant & une chaine se déplacant dans le potentiel périodique fluctuant créé par la
seconde. Cette approche est validée par le fait que la variance des déplacements longitudinaux des
particules obtenue par simulation pour un systéme chaine/potentiel périodique fluctuant est tres
voisine a celle calculée dans une configuration zigzag.

Pour une chaine ayant une particule par période du potentiel, la diffusion des particules est
toujours ralentie par rapport a leur diffusion dans une chaine libre. Plus surprenant a été le résultat
obtenu dans le cas d’'un systeme ayant plusieurs particules par période d’'un potentiel statique.
En effet, nous avons montré analytiquement que dans le cas de deux particules par période et
sous certaines conditions que nous avons identifiées comme liées a la dissymétrie du potentiel, la
diffusion peut étre augmentée par rapport a celle la chaine libre pour une large gamme de temps,
la durée de cette sur-diffusion augmentant avec la dissipation. Ce résultat s’explique par I’existence
d’une bande interdite dans la relation de dispersion de la chailne en interaction avec le potentiel
périodique qui n’existe pas en absence de potentiel appliqué. En présence du potentiel, les modes
de plus grandes longueurs d’onde ont des fréquences plus petites qu’en ’absence du potentiel. Ceci
entraine le retard de la saturation des DQM de certains modes propres (en 1/w). C'est ce retard
a la saturation qui explique 'augmentation de la variance du déplacement longitudinal du régime
intermédiaire de diffusion corrélé des particules.

Cette approche, si elle va dans le bon sens ne semble pas toutefois suffisante pour rendre compte

du comportement d’une chaine sur un potentiel fluctuant. Nous avons en effet utilisé ce modele
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pour analyser 'augmentation de la diffusion observée dans des ilots de Wigner. Ces systemes de
particules piégées dans un disque s’organisant en couronnes concentriques, il avait été montré que la
diffusion des particules de la couronne externe diffusaient plus rapidement que celles appartenant
a une couronne de méme dimension mais non soumises au potentiel crée par les particules des
couronnes internes. L’existence des effets dus a la bande interdite s’avere insuffisante pour expliquer
les résultats obtenus. Cette insuffisance pourrait étre due au fait que nous n’avons considéré dans
le modele qu'un potentiel statique alors que dans le systeme physique ce potentiel est fluctuant
puisque les particules qui le créent sont elles-méme animées d’un mouvement diffusif. En effet, nous
avons montré que les fluctuations en position du potentiel peuvent se traduire par une température
effective ressentie par les particules de la chaine et un effet de moyenne sur le potentiel auquel
elles sont soumises. Ces fluctuations entrainent par exemple une augmentation du régime de leur
diffusion balistique. Ce résultat est encourageant et de nouveaux travaux devraient étre poursuivis
pour explorer cette piste de la « transmission » des fluctuations du potentiel aux particules de la

chailne.



Annexes

201






Annexe A

Détails sur les simulations
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A.1 Description générale des simulations

A.1.1 Systeme en général

On simule un systéme de particules ponctuelles de masse m se déplacant dans un plan bidi-
mensionnel (xOy), et soumises & un bain thermique a la température Tj,. Le bain thermique est
caractérisé par un coefficient de dissipation 7 et des forces aléatoires appliquées sur chacune des
particules, avec les propriétés statistiques d’un bruit blanc Gaussien non corrélé spatialement ni
temporellement. Les particules interagissent entre elles avec un potentiel d’interaction répulsif. Dans
les simulations que nous avons réalisées deux types de potentiel ont été considérés : un potentiel
d’interaction électrostatique écranté de la forme U(r) = UyKo(r/No) avec pour échelle d’énergie
Uy , pour portée typique d’interaction Ag et ou K(-) est une fonction de Bessel modifiée d’ordre
0 et un potentiel d’interaction en loi de puissance de la forme U, (r) = Up (Ao/r)“. Cette seconde
interaction a uniquement été utilisée dans le chapitre 2 s’intéressant a la stabilité linéaire de la

configuration zigzag.

Les particules sont transversalement confinées dans une géométrie quasi-uni dimensionnelle (se-
lon y) a l'aide d’un potentiel harmonique de raideur 3, alors que des conditions aux bords pé-

riodiques sont appliquées dans la direction longitudinale (selon z). La dynamique du systéme est

203



204 ANNEXE A. DETAILS SUR LES SIMULATIONS

simulée par 'intégration directe des équations de Langevin a partir d’un algorithme de Verlet, aussi
appelé « Leap Frog » décrit dans la sous-section A.1.2. La longueur de la cellule périodique simulée
sera notée L et le nombre de particules V.

Au cours de toutes les simulations, la distance moyenne entre particules d = L/N est gardée
constante. L’influence de la portée de l'interaction Ag pourra alors étre comparée a cette distance
caractéristique. De maniere standard on se placera dans des conditions les plus proches possibles
du systeme expérimental pour lesquelles d = 1.875 mm et la portée de I'interaction en fonction de
Bessel modifiée est Ay = 0.48 mm, de telle sorte que A\g &~ d/4. Pour de telles valeurs il est possible

d’observer des structures en zigzag linéairement instables [voir sous-section 2.3.3].

A.1.2 Algorithme de Verlet

Nous allons présenter ici une description rapide de l'algorithme de Verlet utilisé pour intégrer
numériquement les équations de la dynamique du mouvement des particules [63]. Cet algorithme est
particulierement utilisé dans les simulations de dynamique moléculaire car il offre une plus grande
stabilité que la méthode d’Euler et il permet de conserver les propriétés physiques telles que la
réversibilité dans le temps et ’énergie totale du systeme.

L’algorithme de Verlet est construit a partir d’'un développement de Taylor de la position d’une

particule pour un temps ¢ + 6t avec (6t < 1) qui permet d’obtenir facilement :

z(t+6t)+x(t —ot) = 2x(t)+ #(t) ot (A1)
~~
X F(#)/m
x(t+dt) = z(t)+ [m(t) + %54 ot (A.2)

Un raisonnement similaire peut étre réalisé pour I'écriture de la vitesse d’une particule au temps

t + dt, en négligeant les termes d’ordre supérieur O (5t3) on a:

Bt +56) = (t) + W&t (A3)

Ainsi, si on discrétise ’évolution du temps en pas discret de durée dt, on trouve que la position
et la vitesse de la particule au pas de temps (n + 1) dépendent uniquement de la vitesse et de la

position au pas (n), de telle sorte que :
Fn
2 ot

m (A.4)
2 = g 4 gt

i_n+1 — xn +

Cet algorithme permet donc de décrire la dynamique des particules a l'intérieur du systeme
selon des pas temporels discrets de durée 6t. Afin que l'intégration des équations par ’algorithme
soit correcte il est tout de méme nécessaire que le pas de temps dt soit pris inférieur a la plus petite
échelle de temps caractéristique du systeme. Ici nous avons choisi 0t = 1073 s, cette valeur s’est

avérée inférieure aux temps caractéristiques de tous les problemes que nous avons considérés.

L’action du bain thermique sur une particule est modélisée par une force de dissipation visqueuse

Fyiss et une force aléatoire p;(t). La force de dissipation visqueuse est proportionnelle & la vitesse
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de la particule et vaut :
Fdiss? = _m’)’i'n (A5)

(2

1

avec m~ le coefficient de dissipation visqueuse, et v+ son temps caractéristique. La force aléatoire

p;(t) a quant a elle les propriétés suivantes :

(ui(t)) = 0 (A.6)
<,uz~(t),uj(t')> = QkBTm'yé(t—t')éij (A?)

ou kp est la constante de Boltzmann et 1" la température du systéme. Ces deux parametres sont ca-
ractéristiques d’un bain thermique donné et sont reliés au coefficient de diffusion Dy d’une particule

par la relation d’Einstein :
_ kgT

mry

Dy (A.8)

A laide de Palgorithme développé par Gillespie [58] 'influence du bain thermique sur la vitesse
d’une particule est incorporée dans ’équation d’évolution sur la vitesse [voir équation (A.4)], qui

devient alors :

Fn
B+l = gn g Zm 6t + —yal' 6t + /Do Nst(n, x, i)\/fs_’f (A.9)
Fdiss Hi

ou &, désigne la vitesse de la particule au pas de temps n, telle que &, = ©(ndt). Le terme Ng;(z,n)
correspond & un nombre aléatoire généré a partir d’une distribution gaussienne de moyenne nulle et
d’écart type 'unité. Ce nombre aléatoire est tiré pour chaque pas de temps n a ’aide de la méthode
de Box-Muller [14].

La simulation du mouvement des particules est alors réalisée en utilisant cet algorithme pour

calculer le mouvement de chaque particule dans chaque direction de ’espace.

A.2 Simulations « Analyse de stabilité linéaire »

Les résultats de simulation présentés au cours du chapitre 2 portent essentiellement sur les
configurations d’équilibre du systeme, c’est pourquoi durant ce chapitre la température du bain
thermique a été choisie de telle sorte que U(d)/(kpTp) < 0.01 dans toutes les simulations. Cette
faible amplitude de bruit permet d’observer de maniére tres précise la configuration prise par le
systeme mais également de s’assurer dans une certaine mesure que celle-ci est bien une configuration

d’équilibre stable.

On s’intéresse dans ce chapitre aux valeurs de hauteurs seuils pour lesquelles la configuration
en zigzag homogene n’est plus une configuration d’équilibre stable et en particulier a I'influence de

la taille du systeme et de l'interaction entre les particules sur ces valeurs.

C’est pourquoi on a choisi d’utiliser les deux formes de potentiels d’interaction présentées sec-
tion A.1 en fonction de Bessel modifiée et en loi de puissance. Dans le premier cas la portée de

I'interaction a été variée allant de A ~ d/2 a A ~ 2d/9 ou d est la distance moyenne standard entre
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particules. Et dans le second cas la puissance de I’énergie d’interaction a été variée entre @ = 1 et
a = 6. Pour les deux types d’interaction le nombre de particules dans le systeme a été varié avec

pour valeurs 8, 16, 32 ou 64 particules.

A.3 Simulations « Modeéle non linéaire »

Comme pour le chapitre précédent les simulations présentées dans le chapitre 3 ont principa-
lement été réalisées pour observer I’évolution des configurations d’équilibre du systéme donc de
nouveau la température du bain thermique a été choisie tres faible par rapport aux autres énergies

mises en jeu.

Les simulations étant réalisées a température finie non nulle, pour obtenir de fagon précise les
configurations d’équilibre, il a été nécessaire de moyenner les mouvements des particules dans le
systeme sur une échelle de temps intermédiaire entre le pas de temps et la durée de la simulation.
Puisque cette durée n’est jamais plus petite que 10° pas de temps, le temps typique de moyenne
considéré pour observer une configuration d’équilibre est de 103 pas de temps. Toutes les mesures

de longueur caractéristiques (d, h, [* ...) ont été réalisées sur ces configurations d’équilibre.

De plus afin d’observer contintiment ’évolution des configurations du systéme et pour observer
I'apparition de cycle d’hystérésis il a été nécessaire de faire varier le confinement appliqué au
systeme. Pour cela la raideur 8 a été variée par sauts discrets les plus petits possible tout en laissant
entre chaque changement de confinement le temps au systéme de converger vers sa configuration
d’équilibre. Le durée typique en simulation de ces paliers de confinement constant est de 10* pas de
temps, et nous réalisons typiquement 10% paliers de raideur (parfois allant jusqu’a 10° paliers) pour
obtenir une variation relative de I’écart au seuil de transition zigzag € de 'ordre de 1073, Toutes ces

valeurs ont été variées afin de s’assurer qu’aucun artefact lié a cette discrétisation n’apparaissait.

A.4 Simulations « Influence de la température »

Dans toutes les simulations présentées dans le chapitre 4, un systeme suffisamment grand a
été choisi afin d’observer un comportement d’hystérésis net. C’est pourquoi les simulations ont été
réalisées pour des systemes de N = 128 particules placées dans une cellule de longueur L = 240 mm.
Le coefficient de dissipation associé au bain thermique est v = 1 s~ afin d’amplifier I'influence
des fluctuations thermiques. Pour de tels parameétres les propriétés d’équilibre du systeme ont été

décrites par une bifurcation fourche sous-critique [voir section 3].

Ce chapitre se concentre principalement sur linfluence de la température sur la bifurcation
sous-critique. La gamme de température considérée se situe entre 10° et 2. 10' K, qu’il est utile de
comparer avec I’énergie typique d’interaction entre particules pour la densité moyenne de particules
du systeme qui vaut Uper = 0.117 1J (Ujpger ~ 8.46 1012 K).

Afin d’avoir une statistique suffisante pour obtenir les densités de probabilité de hy, (e, T,t) il a
été nécessaire de réaliser des simulations longues allant jusque 107 pas de temps pour une valeur

fixe de confinement.
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De plus au cours du chapitre nous avons mis ’accent sur I'importance de la durée finie de
I’observation du systéeme entre chaque changement de raideur par sauts discrets. La durée typique
de ces paliers de raideur est ici de 2. 10° pas de temps pour une variation relative de la raideur de
1073,

Enfin analyse des temps de résidence dans chaque configuration d’équilibre du systeme a été
obtenue en mesurant au minimum 1000 sauts entre configurations pour chaque valeur de confine-
ment étudiée. La régularité des distributions obtenues [voir figure 4.9] atteste de la qualité de ces

mesures.

A.5 Simulations « Diffusion des bulles »

Comme il a été évoqué au chapitre 4 au deld d'une température de 7' ~ 5 102 K, méme les
structures en zigzag homogenes sont détruites par les fluctuations thermiques. On a également
vu que la description de la forme des structures en bulle restait valable jusqu’a des températures
de 10'° K, alors que la mise en mouvement des bulles est observée en simulation & partir de
températures de I'ordre de 106 K, comme le montre la section 6.5. La gamme de température que
I'on considere dans le chapitre 6 pour étudier le mouvement des bulles s’étend donc sur quatre ordre
de grandeurs allant de 10% K & 10'° K.

De plus le mouvement des bulles est observé pour différents coefficients de dissipation v = 1 s+
et v = 10 s71. Ces valeurs sont & comparer avec les durées typiques des simulations de de I'ordre de
10° s, et aux échelles de temps caractéristiques du problémes définies par d/c ~ 0.1 s et L/c~ 10 s
(pour L = 60 mm) ou c¢ est la vitesse typique des ondes acoustiques dans le systeme.

Uns caractéristique importante de ’analyse présentée dans ce chapitre concerne la dépendance
des coefficients de transport en fonction de la forme des enveloppes continues des bulles. C’est
notamment pourquoi l’on fait varier la taille du systéme en changeant le nombre de particules et la
valeur du confinement transverse [ afin de modifier les formes des bulles. La gamme de confinement
transverse qui permet d’observer des structures en bulles dans les simulations a été décrite au
chapitre 3. On restreint donc I’étude dans ce domaine a une certaine gamme de parametres car
la cohérence du calcul de la masse des bulles nécessite que I'extension longitudinale de celles-ci
soit beaucoup plus petite que L. Les domaines restreints d’étude sont donc exprimés en fonction
du parametre de confinement adimensionné e, dans ce chapitre les parametres décrit sont : € €
[0.130,0.340] pour N = 16, € € [0.060,0.400] pour N = 32 et € € [0.004,0.130] pour N = 64.

A.6 Simulations « Interaction entre bulles »

Au cours du chapitre 7 concernant I'interaction entre les structures en bulles une attention toute

particuliere a été portée a la préparation des conditions initiales du systeme.

En effet les configurations de paire de bulles que 'on étudie au cours de ce chapitre sont des
conditions d’équilibres métastables, il est donc nécessaire de réaliser une trempe rapide du systeme

pour obtenir une telle configuration.
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Les configurations d’intérét ont typiquement été obtenues en simulation & partir de configura-
tions homogenes, réalisées par un confinement transverse donné, et pour laquelle la température
a été brusquement variée d’une valeur importante (T ~ 10'!), permettant au systéme d’atteindre
des configurations trés loin de 1'équilibre, & une valeur tres faible (T ~ 10°) afin que le systeme
relaxe vers un état d’équilibre. Seules les configurations présentant une paire de bulles ont alors été

retenues.

Une fois les configurations présentant deux structures en bulles obtenues, nous avons simulé
la dynamique des paires de bulles a température nulle mais avec un coeflicient de dissipation
fini afin de faire converger le systeme vers une configuration en paire de bulles avec le moins
d’énergie cinétique possible acquise par les particules. De cette maniere il a été possible de préparer
plusieurs conditions initiales correspondant a différentes distances entre bulles pour des systémes
Non-Frustrés et Frustrés. Ensuite ces configurations ont été utilisées comme conditions initiales
dans les simulations décrites au cours du chapitre, aussi bien a température nulle sans dissipation

qu’a température non nulle et avec dissipation.
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